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Este trabalho tem como objetivo apresentar uma introducdo ao grupo SO(4) e duas aplicagdes na Fisica:
uma na Mecénica Cldssica e outra na Mecénica Quantica. Os geradores do grupo SO(4) serdo determinados,
assim como sua &dlgebra de Lie. A aplicacdo na Mecanica Cléssica serd na obtencdo da transformagcao de Galilei
homogénea e na Mecénica Quantica serd na obtencdo do espectro de energia do 4tomo de hidrogénio, no regime
néo-relativistico. A versdo quéntica do vetor de Laplace-Runge-Lenz serd fundamental para a construcdo da
férmula de Bohr para os niveis de energia do respectivo atomo.

Palavras-chave: Grupo SO(4), transformacao de Galilei, vetor de Laplace-Runge-Lenz, 4tomo de hidrogénio.

This work aims to present an introduction to the group SO(4) and two applications in physics: one in Classical
Mechanics and other in Quantum Mechanics. The generators of the SO(4) group will be determined, as well as their
Lie algebra. The application in Classical Mechanics will be in obtaining the homogeneous Galilei transformation
and in Quantum Mechanics will be in obtaining the energy spectrum of the hydrogen atom, in the non-relativistic
regime. The quantum version of the Laplace-Runge-Lenz vector will be fundamental for the construction of Bohr’s

formula for the energy levels of the respective atom.

Keywords: SO(4) group, Galilean transformation, Laplace-Runge-Lenz vector, hydrogen atom.

1. Introducgao

A Teoria dos Grupos é um vasto ramo da Matema-
tica e possui grande importancia em diversas areas
do conhecimento humano. Particularmente os grupos
encontram aplicagées em varios ramos da Fisica, desde
Teoria Quantica de Campos até Cosmologia, passando
por teoria de Wang-Mills, Mecanica Cléssica, Mecéanica
Quantica, Optica, Fisica da Matéria Condensada entre
outros [IHI5]. Um grupo basicamente é uma estrutura
algébrica composta por um conjunto e uma operagao
bindria entre os elementos desse conjunto (a operagao
satisfazendo a propriedade de fechamento), além de trés
condicoes a serem satisfeitas, a saber: associatividade,
elemento neutro e elemento inverso, com respeito a
operagdo de grupo [I6]. Se a operagdo é comutativa o
grupo em questdao é chamado abeliano, do contrario é
chamado nao-abeliano. Um grupo bastante interessante
é aquele onde os seus elementos sao matrizes quadradas
invertiveis e a operacdo de grupo é a multiplicacao
usual de matrizes. Este grupo é chamado grupo linear
geral, simbolizado por GL(n, K), onde n é a ordem da
matriz quadrada e K um corpo numérico, ao qual per-
tencem as componentes dessa matriz [I7]. Um subgrupo
muito importante desse grupo matricial é o grupo que
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representa rotagoes prépria&ﬂ no espaco Euclidiano R"
chamado grupo especial ortogonal SO(n), sendo o indice
n a dimensao do espaco Euclidiano onde ele atua. Neste
artigo nos concentraremos no caso particular do grupo
especial ortogonal para n = 4, conforme discutiremos
mais detalhadamente adiante.

Simetrias na Fisica sdo extremamente importan-
tes [I8], pois podem indicar quais sdo as quantidades
conservadas em um dado sistema fisico. A relacdo entre
simetrias e leis de conservacdo é dada pelo célebre
teorema de Noether [19,[20]. A Teoria dos Grupos desem-
penha um papel fundamental na descrigdo e organizagao
dessas simetrias [2I]. Sem entrar em maiores detalhes,
simetrias na natureza se manifestam de diversas manei-
ras, como por exemplo as simetrias espago-temporais e
as simetrias internas, essas ultimas representadas pelos
chamados grupos de calibre [22]. Simetrias continuas e
discretas também ocorrem em diversas situacoes. Uma
simetria discreta é dada por um grupo onde os elementos
possuem pardmetros discretos, como o grupo de Klein
das simetrias de um losango, ou o grupo diedral das
simetrias de um poligono regular de N lados [23].
Simetrias continuas sdo representadas por grupos com

1 Rotacdes préprias sdo aquelas que preservam a orientacio dos
eixos de rotacao. Sdo rotacdes puras, no sentido que ndao envolvem
uma reflexdo dos eixos de rotagéo.
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pardmetros continuos, como é o caso do grupo SO(n)
ou do grupo de calibre SU(n).

Uma classe muito importante de grupos é aquela onde
além dos parametros serem continuos, possui uma estru-
tura adicional de variedade diferenciéweﬂ A esse grupo
damos o nome de grupo de Lie [24], cuja representagdo
matricial é de grande utilidade. O grupo SO(n) é um
caso especial dessa categoria de grupos e serd o tipo
que estudaremos neste artigo. Nao temos a pretensao de
cobrir todo o assunto sobre os grupos SO(n) aqui, pois
se trata de assunto extremamente vasto. Neste trabalho
iremos nos restringir ao caso particular para n = 4. O
grupo em questao é simbolizado por SO(4) e representa
rotagoes proprias no espaco Euclidiano de quatro dimen-
soes, simbolizado por R*. O grupo SO(4) surge em varios
contextos dentro da Fisica [25H27] e como discutiremos
mais detalhadamente neste trabalho, tal grupo encontra
duas aplicagoes bastante interessantes: na construcao da
transformacdo de Galilei e na obtencdo dos niveis de
energia do atomo de hidrogénio nao-relativistico [28] [29].

Na Fisica temos o principio da covariancia, também
conhecido como principio da relatividade [30], onde as
leis da Fisica ndo podem depender do sistema de refe-
réncia escolhido. Referenciais sdo de grande importancia
para que possamos escrever as leis que regem um dado
fenémeno fisico. A relacdo entre os referenciais inerciaisE|
na Fisica nao-relativistica é dada pelo chamado grupo
de Galilei, que é o grupo de simetria da Mecanica
Newtoniana. Um caso particular de bastante interesse
é o chamado grupo de Galilei homogéneo, que é um
grupo de simetria espago-temporal isomorfo ao grupo
SO(4), a ser estudado neste trabalho. O grupo de Galilei
homogéneo é aquele que encerra as nossas conhecidas
transformagoes de Galilei (boost de Galilei). A titulo de
informacdo, no caso da Fisica relativistica, temos um
equivalente chamado grupo de Lorentz, simbolizado por
S0(3,1), onde a assinatura é da pseudo-métrica [31].
Nao trataremos do grupo de Lorentz aqui.

O problema cléssico de Kepler (ou problema dos dois
corpos) consiste na investigagdo do movimento de uma
particula submetida a uma forca central. Este problema
foi estudado e resolvido originalmente por Newton [32],
do qual derivou uma lei inverso quadrado para a forca
da gravidade. A Lagrangeana no problema classico de
Kepler é invariante sob rotagbes e evolugdo temporal
e isto implica em duas quantidades conservadas: mo-
mento angular e energia respectivamente. Um ponto
interessante é que essas duas nao sao as tnicas simetrias
presentes no problema. O problema de Kepler possui
uma simetria dindmica, que é aquela nao associada a
uma simetria espago-temporal e que implica em uma
carga conservada. A respectiva “carga” vem na forma
de um vetor, chamado vetor de Laplace-Runge-Lenz. Na
mecanica quantica, temos um equivalente deste vetor,

2 Este conceito serd brevemente discutido na segdo
3 S&o referenciais em relacdo aos quais particulas livres ou estéo
em repouso ou em movimento retilineo uniforme.
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isto é, um operador hermitiano que carrega as mesmas
caracteristicas do analogo classico, no que diz respeito
as leis de conservacdo. A aplicacdo das simetrias do
problema de Kepler, por intermédio do vetor de Laplace-
Runge-Lenz, no estudo dos niveis de energia do atomo
de hidrogénio nao-relativistico, foi realizada inicialmente
por W. Pauli em 1926 [33]. Nosso objetivo neste trabalho
nao é tratar o problema classico de Kepler, aqui utili-
zaremos somente a versao quantica desse problema na
obtencao do espectro de energia do atomo de hidrogénio
nao-relativistico.

Em suma, o objetivo deste artigo é oferecer ao leitor
uma introdugdo diddtica ao grupo SO(4) com duas apli-
cagoes na Fisica: uma na Fisica Classica, com a deducéo
da transformagdo de Galilei homogénea e a outra na
Mecénica Quantica nao-relativistica, com a obtencao dos
niveis de energia do atomo de hidrogénio. A motivagao
para este trabalho estd principalmente em oferecer uma
contribuicdo, suprindo um pouco a caréncia de material
bésico sobre o presente tema, principalmente em lingua
portuguesa. Apresentaremos ao final trés apéndices, com
calculos detalhados para chegar a resultados importantes
dentro do estudo do 4tomo de hidrogénio utilizando esse
formalismo, algo que nao é facilmente encontrado na
literatura disponivel. Este trabalho tem como ptblico
alvo basicamente alunos de graduagao ou pds-graduacgao
em F'isica, que ja realizaram disciplinas bésicas de Fisica
Cléssica, Algebra Linear e Célculo, e principalmente
disciplinas sobre Teoria Bésica dos Grupos (se possivel
abordando grupos de Lie matriciais), Mecénica Quéntica
bésica e que possuam conhecimentos em calculo vetorial,
notacao indicial e operagoes com colchetes de Lie.
O presente trabalho esta organizado da seguinte forma:
na Secdo |2| apresentaremos o grupo SO(4), investigando
seu comportamento na vizinhanga da identidade, com
a posterior obtencdo de seus geradores e apresentando
a sua algebra de Lie; na Segdo [3] apresentaremos duas
aplicacoes do grupo, inicialmente com a construcao
da transformacao de Galilei homogénea, utilizando o
limite classico e em seguida na Mecanica Quantica nao-
relativistica do atomo de hidrogénio, determinando seu
espectro de energia por meio das simetrias do problema
de Kepler; finalmente, na Se¢do [ apresentaremos as
conclusoes deste trabalho. Trés apéndices, contendo
varios célculos detalhados, foram disponibilizados como
um suporte extra para o leitor.

2. Rotagoes no Espaco Euclidiano
Quadridimensional

Nesta se¢ao vamos desenvolver o arcabougo tedrico para
o estudo das rotagdes no espaco Euclidiano de quatro
dimensoes (simbolizado por R*). As rotacdes neste es-
paco formam uma estrutura de grupo com relagdo a uma
operagao bindria, isto é, existe um conjunto de elementos
obedecendo as trés condigoes de grupo: associatividade,
elemento neutro e inverso. O procedimento se inicia
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estabelecendo a invaridncia, sob rotacao, do médulo de
um vetor X nesse espaco. Vamos investigar entao o grupo
de rotagdes no espaco Euclidiano quadridimensional com
a métricaﬁ Euclidiana usual. Os elementos desse grupo
serdo denotados por I', e serdo matrizes 4 x 4 (grupo
matricial). Um vetor X em R* serd escrito como um
vetor coluna,

0
1
21> (1)
3

>
Il
88 88

a métrica g no espaco Euclidiano R*, considerando
coordenadas cartesianas, é a matriz identidade I4 e o
produto interno entre dois vetores X e Y nesse espaco é
definido da maneira usual,

(X, Y)=X"gy =X"Y, (2)
onde (X,Y) > 0 e a métrica g = I4. O produto interno
fica invariante sob a acao dos elementos I" em vetores de
R*. A acdo desses elementos pode ser escrita como,

X' =TX, (3)
A invaridncia do produto interno estabelece que,

<X/7Y/> = <FX7FY> = <X7Y>7 (4)

desenvolvendo o produto interno (I'X,I'Y), respeitando
a condigao de simetria ,

TxX)'ry = X1rYy = XTY
= <XaY>v (5)

(IX,TY)

obtemos entao a seguinte condicao para as matrizes T,
I'’'r =1, (6)

que é simplesmente a condicdo de ortogonalidade, isto
é, I'" = T'~'. Assim concluimos que a matriz ' é
ortogonal. Um grupo cujos elementos possuem essa
caracteristica é chamado grupo ortogonal e no nosso caso
serd simbolizado por O(4). Nesse grupo, as componentes
das matrizes sdo ntimeros reais. O grupo O(4) é o
grupo de isometriasﬂ em R?, isto é, a sua acdo sobre
os elementos X € R* preserva o produto interno entre
os mesmos (consequentemente preserva as distancias).
Utilizando a condicao @, podemos obter o determinante

4 Uma métrica g é um tensor simétrico positivo-definido, de ordem
dois, utilizado na medida de distancias em um determinado espago.
Uma métrica depende do sistema de coordenadas usado e no caso
particular das coordenadas cartesianas no espaco Euclidiano, a
métrica é representada pela matriz identidade.

5 De modo geral, o grupo O(n) é o grupo de isometrias em R™,
o qual fixa uma origem e mapeia a hiperesfera S»~1 C R” nela
mesma.
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dos elementos de O(4) da seguinte forma,
det (I''T) = det I,
detTT detT =1,
(detI)* =1,
detT = £1. (7)

Ou seja, o grupo O(4) possui matrizes com determi-
nante 1 ou —1. Aqui faremos a escolha pelo detI"' = 1,
pois precisamos incluir o elemento identidade (a matriz
1) para respeitar a estrutura de grupo. Um grupo com
essa caracteristica é chamado grupo especial. Assim, o
grupo matricial, cujos elementos obedecem a condigao
@ e possuem determinante 1 serd chamado grupo
especial ortogonal de matrizes 4 x 4 e serd simbolizado
por SO(4). Esse grupo, cujo estudo é o objetivo central
do artigo, é néo—abelian(ﬂ e pode ser definido simbolica-
mente como,

SO(4) :={T € My(R)/TTT =I,,detT =1}, (8)

com a operacgdo de grupo sendo a multiplicagdo usual
de matrizes (a notacdo My(R) representa o conjunto
das matrizes 4 x 4 arbitrarias, cujas componentes sao
nimeros reais). O grupo O(4) possui entdo, com relagao
aos dois valores de determinantes, duas componentes
disjuntas: uma componente conexa com a identidade
(o grupo SO(4) definido anteriormente), associada as
matrizes ortogonais com determinante 1 e uma com-
ponente composta por matrizes ortogonais 4 X 4 com
determinante —1. Estas tltimas nao formam um grupo,
pois o produto de duas matrizes com determinante
—1 produz uma com determinante 1, o que viola a
propriedade de fechamento dos grupos. As matrizes
com determinante 1 representam rotacgdes proprias e
as matrizes com determinante —1 representam rotagoes
imprépriaeﬂ Neste artigo, estaremos interessados so-
mente nas rotacbes proprias em R*, ou seja, as rotacoes
implementadas pelos elementos do grupo SO(4).

O grupo SO(4) é classificado como um grupo de Lie,
que é um grupo com uma estrutura extra de variedade
diferencidvel (um espago topolégico que é localmente
homeomorfo a um aberto do espago Euclidiano) [34].
Assim, os elementos desse grupo (matrizes 4x4) também
sdo vistos como pontos em um espago topoldgico, onde
podemos trabalhar noc¢des de vizinhancga e continuidade,
além de uma estrutura diferenciavel. O conjunto de
pardmetros continuos do grupo SO(4), simbolizado por
v = {7,7%2, -, Ym}, sendo y; um elemento desse
conjunto, terd um nimero m fixo de elementos (a ser
obtido na subsecao e este m serd identificado

6 Para n > 2, o grupo SO(n) é nio-abeliano.

7 Rotacbes impréprias sdo aquelas que nio preservam a orientacio
dos eixos de rotagdo, ou seja, sdo na verdade reflexdes com relacdo
a algum hiperplano. A composi¢do de duas reflexdes, entretanto,
pode produzir uma rotagdo prépria (motivo pelo qual elas néo
formam um grupo).
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como a dimensao do grupo. Serd de grande importancia
avaliarmos os elementos desse grupo na vizinhanga do
elemento neutro I;. Essa verificagdo nos levard a uma
estrutura matematica extremamente importante dentro
dos grupos de Lie. Vamos iniciar esta tarefa na proxima
subsecao.

2.1. Comportamento dos elementos de SO(4)
na vizinhanca da identidade

O elemento I' é uma fungao dos parametros -;, ou seja,
I =T(v) = T(Y1,72,---,7%m). J& tirando proveito da
ideia de que o grupo SO(4) tem estrutura de espago
topoldgico, vamos expandir I' em série de poténcias na
vizinhanga da identidade Iy, que é associada com o

conjunto de pardmetros nulos, isto é, vp = {0,0,...,0}.
Entao,
m
or
() = I'(0) + Z% (3 ) ‘
N
k=1 =0
1 o= o) or
ra 2w (5) (5)
|
2l =~ k) N0V ) | yu=0
Y=0
+0(7)), (9)

; (10)

0s G}, sdo os chamados geradores (infinitesimais) do
grupo na vizinhanga da identidade e também sdo matri-
zes 4 x 4. Vamos agora considerar valores infinitesimais
dos pardmetros v;, o qual indicaremos por ¢v; (rotagoes
infinitesimais). Assim, o produto §v;dv; =~ 0 (idem para
os demais de ordem superior) e temos como relevante em
@[) apenas o termo de primeira ordem,

L(0y) ~ L+ > 67Gh, (11)
k=1

onde fizemos ¢ = k apenas por conveniéncia e subs-
tituimos T'(0) por Iy. Considerando entdo a condigdo
de ortogonalidade @ para dois elementos infinitesimais
T(6vk) e T'(67;), temos,

L'(67) " T(6m)
= <I4T +) 5’YkG£> <I4 +) 5%Gl>
h=1 =1
=14+ Z 5'7ng + Z 5’}/ZG1
=1 =1
JrZZ(;’kas’YleGl = Iy, (12)
k=1 1=1
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nessa expressdo, o termo infinitesimal 0vxdy; ~ 0.
Para que tenhamos uma igualdade em , precisamos
impor que,

D oG+ 0uGi =0, (13)
k=1 =1

como cada uma das somas anteriores é uma matriz,
podemos simplesmente definir, por questoes de simpli-
. m ~

cidade, que >, 671G = 7. Podemos entéo reescrever
(13) como,

v=-9". (14)

Isto é, as matrizes v sdo anti-stimétricas. Pode-se
facilmente provar que os geradores Gy obedecem a
mesma relagdo, ou seja, Gy, = —G¥.

2.2. Geradores do grupo SO(4)

Vamos determinar explicitamente os geradores Gy do
grupo SO(4). A condicao estabelecerd um vinculo
entre as componentes da matriz . Vamos entdo escrever
essa matriz em termos de componentes arbitrarias e
construir a relagdo entre estas componentes para desco-
brir quantas delas sdo de fato livres. Escrevendo entéao,

Y11 Y12 Y13 Y14
Y21 Y22 Y23 V24 (15)
Y31 Y32 Y33 V34
Y41 Y42 Y43 Y44

utilizando (|14) e igualando as componentes, podemos
verificar que a relacdo entre elas é,

Vi1 = Y22 = 733 = Va4 = 0,

Y21 = —712;
Y31 = —713,
V41 = —714,
V32 = —723;
Y42 = —724;
Va3 = —Y34- (16)

Por questoes de simplicidade, vamos renomear as
componentes ndo nulas da seguinte forma,

Y12 = 71, Y23 = V4,
Y13 = V2, Y24 = V5,
Y14 = V3, Y34 = Y6- (17)

Utilizando essa notagao simplificada e as relacoes (|16)),
podemos reescrever a matriz (15)) como,

0 Y2 Y3
-7 0 Y4 Vs
= 18
7 Y2 v+ 0 |’ (18)
-3 =¥ —% 0
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o que demonstra que das 16 componentes 7;; de ,
apenas 6 componentes sao de fato livres. Assim, o
conjunto vp = {v1,%v2,v3,74, 75, ¥6} ¢ 0 conjunto dos
chamados pardametros livres do grupo SO(4). Para obter-
mos os geradores do grupo, basta decompormos a matriz

da seguinte forma,

0100 0010
B ~1000] 0000
TNl o000l <1000
0000 0000
Gl GZ
0001 0000
N 0000f, foo 10
Bloooof[T™|o=-100
“1000 0000
G3 G4
0000 00 0 0
0001 00 0 0
B0 0 00|00 0 1|
0-100 00 -10
G5 GS

(19)

as matrizes G1,Go,G3, Gy, Gs e Gg, reveladas na ex-
pressao , formam o conjunto dos geradores (infini-
tesimais) do grupo SO(4). A matriz -, considerando
pardmetros arbitrarios, pode ser entdo representada
como uma combinagdo linear desses geradores, isto é,

6
v="Y_ G, (20)
k=1

esses geradores sdo linearmente independentes e fun-
cionam como vetores de base (no mesmo sentido que
os vetores usuais de base em espacos vetoriais). Tais
geradores formam uma base de um espago vetorial
chamado espaco tangente na identidade, que no caso do
grupo SO(4) é simbolizado por,

T5,S0(4), (21)

a matriz 7, dada como combinac¢ao linear dos gera-
dores Gy, é entdao um “vetor” neste espacgo tangente
na identidade (y € T7,S0(4)). Esta natureza de vetor
tangente dos geradores Gy, ja foi revelada na expressao
, se considerarmos elementos I' como pertencentes a
uma curva continua no grupo, passando pela identidade
I,. Como temos aqui um total de 6 “vetores de base”,
podemos concluir que essa é a dimensdo m do grupo
SO(4), visto como um espago topolégico. De modo geral,
para o grupo de Lie SO(n), a dimensao é sempre dada
pela seguinte expressao,

n(n —1)
—

O que fornece, no nosso caso, o valor dim[SO(4)] = 6
(este valor representa também o nimero de “planos

dim[SO(n)] = (22)
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perpendiculares” de rotacio em R*). Diante do que ja
vimos até aqui, o grupo SO(4), conforme ji comentado
anteriormente, tem uma estrutura de espaco topoldgico,
especificamente de variedade diferenciavel, que é uma
classe de espaco topoldgico localmente homeomorfo a
um aberto de R™ (podemos estabelecer um sistema de
coordenadas locais) e com uma estrutura diferencidvel
(podemos realizar célculo diferencial e integral) [34]. No
nosso caso, o grupo SO(4) é localmente uma “cépia” de
um espago Euclidiano R® (ndo confundir com o espago
Euclidiano R* sobre o qual ele age). Essa é a grande
beleza dos grupos de Lieﬂ esses grupos possuem uma
estrutura “dupla”, isto é, sdo ao mesmo tempo grupos
(no sentido algébrico) e espagos (no sentido topol6gico)
e assim podemos definir propriedades sobre esses grupos
que nao seriam possiveis em um espacgo topoldgico usual.
Nao iremos discutir os aspectos gerais dos grupos de Lie
neste artigo, o leitor mais interessado neste tema pode
consultar as referéncias [24], B5H40] entre tantas outras
na literatura cientifica.

2.3. Elementos do grupo SO(4) em termos
das matrizes ~

Podemos recuperar o elemento I' (rotacdo finita) da
seguinte forma: fazendo 6y, = 7x/N (sendo N um
ndmero natural ndo-nulo) e multiplicando N vezes os
elementos do grupo em fungao dos pardmetros infinite-
simais, podemos chegar na seguinte expressao,

6 N
L(07)L(0yk) - - T(dm) = <f4 +Y° X;Gk> ;
k=1

N vezes

(23)

tomando entdo o limite do lado direito de para N
tendendo a infinito, obtemos,

6 N .
J\}Enoo ([4 + kz_:l 7\’;Gk> = e(zk:nka), (24)

que é a relacdo fundamental entre os elementos I' do
grupo e seus geradores G, também chamado mapa
exponencial. Considerando , temos entao,

r'=e¢". (25)

2.4. Exemplo de um elemento de SO(4)

Vamos determinar, como exemplo, o elemento associado
com o gerador Gy, (todos os demais 7, na soma (20),
com k # 4, serao nulos), isto é,

Iy =m0, (26)

8 Em um grupo de Lie, a operacio de grupo e a inversio sio
operagoes suaves.
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chamando o pardmetro 74 de 6, por simplicidade, e
expandindo a exponencial em série de poténcias,

0°CF | °G]

_ 0Gs _
Iy=e""* =1, + 0G4 + 9 30 R

(27)

vamos determinar as poténcias do gerador G4 até a
terceira ordem,

0 0 0 O

0 0 1 0
Gi=1lo -1 0 o] (28)

0O 0 0 0

0 0 0 0

, o -1 0 o0

0 0 0 0

00 0 O

s o0 -1 0

0 0 0 O

substituindo as trés matrizes anteriores em (27)) e reali-
zando as simplificagoes necessarias, podemos chegar no
seguinte resultado,

1 0 0 0
0 1-%4+... -2 4+... 0

Sl O SR ) (51
0 0 0 1

podemos identificar em as seguintes fungdes trigo-
nométricas,
63 62
s1n9:9—§+---, cos0:1—§+~--, (32)
realizando essa tltima modificagdo em , obtemos por
fim o elemento T'y = T'4(h),

1 0 0 0
0 cosf sinf O

Ty = 0 —sinf cosf O (33)
0 0 0 1

Com 6 € [0,27[. Assim como o elemento Ty, outros
elementos associados com os demais geradores podem
ser obtidos do mesmo modo. A tarefa para obter um
elemento geral envolvendo simultaneamente todos os
geradores, por outro lado, é bastante complicada.

2.5. Algebra de Lie do grupo SO(4)

Nesta subsecao iremos apresentar uma estrutura al-
gébrica de grande importdncia na teoria dos grupos
de Lie. Um grupo de Lie é uma estrutura matema-
tica que globalmente pode ser bastante complicada,
dada a sua enorme nao-linearidade. Entretanto todo
grupo de Lie apresenta localmente uma estrutura linear
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(homeomorfismo com um aberto de R™) e como vimos
no nosso caso, esta estrutura local (o espago tangente
na identidade) contém elementos que sdo combinagoes
lineares (as matrizes ) dos seis geradores Gy, do grupo
SO(4). Esses elementos, junto com uma operagdo bi-
naria chamada comutador de Lid)| [,] : Ty, SO(4) x
T;,50(4) — T1,SO(4), formam uma estrutura algébrica
(um espago vetorial), chamada dlgebra de Lie do grupo
SO(4). Esta édlgebra de Lie é simbolicamente definida
como,

so(4) == {y € T,SO(4) /7y = =", Tr(y) = 0}, (34)

onde utilizamos letras mindsculas de acordo com a
notacado comumente encontrada na literatura. Dados
dois elemento v4 e vp, o comutador de Lie é definido
como [ya,vB] :=vAYB — YBYA € satisfaz a propriedade
de fechamento, ou seja, se y4,vp € T7,50(4), entdo
[va,vB] € Tr,SO(4). O comutador de Lie é uma
operagao antissimétrica,

['YAa'yB] = _[737714]7 (35)
e que obedece a identidade de Jacobi,

[va, [ve,vell + s, [ve, vall + [ve, [va, 78]l = 0,
(36)

uma outra propriedade que vale a pena comentar é
que, de modo geral, dim[SO(n)] = dim[so(n)]. Vamos
prosseguir renomeando os seis geradores Gy, da seguinte
forma,

G1 :>M3, G4:>M1a
G2:>M2, G5$K2,
Gg :>K1, G6:>K3, (37)

apos testar cada par do conjunto de geradores, podemos
obter as relagoes de comutacao da dlgebra de Lie so(4),

(K, K] = €41 M,
[M;, M;] = €1 My, (38)

[M;, Kj] = €;p K.
Onde os simbolos de Levi-Civita €;;1, que aparecem
do lado direito, sdo as constantes de estrutura do

grupo. Vamos definir as seguintes combinacoes lineares
envolvendo os geradores M; e Kj,

1
F; = §(M1 + K;), (39)
;1
Fj:i(Mj_Kj)’ (40)

os parametros m; e k; serdo também combinados para
formar novos pardmetros,

fi=mi+ ki, fi=m;—k, (41)

9 Embora o parénteses de Lie seja definido para campos vetoriais,
o comutador de Lie é definido somente para elementos do espago
tangente na identidade.
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com os geradores redefinidos via (39)) e (40), podemos
formar novas relagoes de comutacio (o cdlculo destes
comutadores é semelhante aos realizados para os comu-

tadores em e no apéndice |A)),
[F3, Fj] = €ijiuFi,
[F}, Fj] = eiji Y, (42)
[Fi, F]] =0,

como consequéncia desse tultimo conjunto de comu-
tadores, os novos geradores F; desacoplam dos F]’ e
consequentemente,
: 3 7

I = 6(23:1 fiFi)e(Zj:1 ijj)’ (43)
isto é, os geradores redefinidos como F; e FJ’ formam
separadamente a dlgebra de Lie do grupo SO(3) (este
grupo representa as rotagoes no espaco Euclidiano tridi-
mensional, possui trés geradores e uma tunica relacao de

comutacao). Como consequéncia, temos para a algebra
de Lie so(4),

so(4) ~ su(2) ® su(2). (44)

Ou seja, a dlgebra de Lie so(4) é isomorfa ao produto
direto de duas éalgebras de Lie su(2), visto que as
algebras de Lie so(3) e su(2) sdo isomorfas. O grupo
SO(3), por outro lado, ndo é isomorfo ao grupo SU(2),
mas sim uma dupla cobertura deste (isto é, existem dois
elementos do tltimo para cada um do primeiro).

3. Aplicagées do Grupo SO(4) na Fisica

Vamos apresentar nesta segao duas tradicionais aplica-
¢oes do grupo SO(4) na Fisica. A primeira aplicacao serd
na obtencédo da transformacao de Galilei e a segunda sera
na obtencao dos niveis de energia do &tomo de hidrogénio
nao-relativistico. Vamos a elas.

3.1. Transformacgao de Galilei

Nesta subse¢do entraremos em contato com a mnossa
primeira aplicacio do grupo SO(4) na Fisica. Vamos
obter a transformacgdo de Galilei associada com um
movimento unidirecional em x' entre dois referenciais
inerciais (Figll)). O elemento do grupo SO(4) associado
com essa transformacao sera obtido de,

I =en@ (45)

seguindo os mesmos passos vistos na subsecio
chegamos a,

cosep sinp 0 0
| —sinp cosp 0 O
0 0 0 1

vamos fazer este elemento atuar no vetor X dado em ,
mas com a coordenada 2° = kt, sendo k uma constante
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Figura 1: llustracdo dos referenciais inerciais envolvidos na
transformacdo de Galilei com um evento E ocorrendo na origem
do referencial S’, que se move com velocidade v constante em
relacdo a S.

com dimensao de velocidade e t o tempo. Como X’ =
I'1 X, a atuagao resulta em,

kt' = (kt) cos ¢ + ! sin ¢,
2t = —(kt)sinp + 2 cos ¢,

22 = 22

(47)

23 = a3,

Vamos considerar um evento E ocorrendo na origem de
um referencial inercial S’, que se move na direcio z' com
velocidade constante v em relacdo a um outro referencial
inercial S (Fig. . As coordenadas deste evento, em
um dado instante ¢, com relagdo aos dois sistemas de

referéncia inerciais sao,

TR =0, xh =t (48)

vamos partir entdo em busca das fungdes sin ¢ e cos ¢
que aparecem em (47). Utilizando na segunda
equagao de (47)), isto é,

—(kt) sin p + (vt) cosp = 0, (49)
isolando a razao v/k,

sinp v
— =, 50
cosp k (50)
elevando ambos os lados dessa tltima igualdade ao
quadrado e isolando sin? ¢ em seguida,
02

sin? ¢ = = cos? @, (51)
podemos utilizar a relacdo fundamental da trigonometria
(sin? p+-cos? ¢ = 1) combinada com o resultado anterior,
para encontrar cosy. Apds alguns célculos simples,
chegamos em,

1
utilizando o resultado anterior, podemos encontrar sin ¢,
v/k

VIt ok
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substituindo e em , temos,

= t zt(v/k?)
Vit it /ke
.’I}Il — —vt z!
Vit iree ke (54)
2 _ mZ,
.’L‘IB — 1‘3,

tomando agora o limite cldssico k — oo, temos para os
coeficientes envolvendo k os seguintes resultados,

Jim V1I+v2/k? =1, Jim (v/k?) =0, (55)
— 00 e el

considerando entao esses limites nas equagoes (54)),
chegamos finalmente ao resultado esperado,

t =t

o _ .1
't =z —vt, (56)
IIQ — x27
'3 = ij

que sdo as conhecidas transformacoes de Galilei homo-
géneas na direcio z'. Podemos perceber que tomando o
limite cldssico (que considera a velocidade das interagoes
infinita k& — o0) o tempo se torna um pardmetro
constante em todos os sistemas de referéncia (o chamado
tempo absoluto de Newton) [32].

A forma matricial da transformacio de Galilei ho-
mogénea também pode ser obtida, multiplicando e
dividindo, respectivamente, as componentes —siny e
sing de por k (o que equivale a retirar o k da
componente 2° de X e transferir para a matriz I'y) e
tomando em seguida o limite classico & — oo. Como
resultado, obtemos,

cosp=1, sinp/k=0, ksinp=u, (57)
onde usamos (52) e (53). Substituindo entdo esses
resultados em (46)), obtemos a forma matricial da trans-

formagao de Galilei homogénea ,

1 0 0 0
—-v 1 0 0
0 0 0 1

Também chamado “boost” (impulso) de Galilei na di-
recio ' (os boosts na dire¢io x2 e 23 sdo encontrados de
maneira semelhante). O elemento G1(v) é um elemento
do chamado grupo de Galilei homogéneo (representacao
linear) e é isomorfo ao grupo SO(4). O elemento G1(v)
tem a velocidade v como pardmetro e atua em um vetor
coluna X € R?* com a componente z° associada ao
tempo Newtoniano [31].

Dado um terceiro referencial inercial S” se movendo
com velocidade vy em relagdo a S’ (que se move por
sua vez com velocidade v; em relagdo a S), Gi(v2) o
elemento que liga S” a S’ e Gy(v1), o elemento que
liga S’ a S; podemos demonstrar facilmente a lei da
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composicao das velocidades realizando o produto desses
elementos, ou seja, G1(v1)G1(v2) = Gi(vy + v2), onde
o elemento composto relaciona os referenciais S e S”
(associatividade). Também temos o elemento inverso
G;'(v) = Gi(—v), associado com a troca do sentido
da velocidade v relativa entre dois referenciais inerciais,
bem como o elemento neutro G1(0) = I, associado com
o repouso relativo entre dois referenciais inerciais. Estas
trés caracteristicas garantem a estrutura de grupo, de
acordo com a definicdo vista na introdugdo. O grupo
de Galilei homogéneﬂ, entretanto, é apenas um setor
do grupo de Galilei, que é um grupo de Lie com
dez dimensbes e que incorpora também translagoes no
espago e no tempo [41]. A técnica tratada nesta subsegéo,
de obter as transformacoes utilizando teoria de
grupos, nao foi a utilizada originalmente por Galilei [42].

3.2. O atomo de hidrogénio

Nesta subse¢ao vamos apresentar a nossa segunda aplica-
¢ao do grupo SO(4) na Fisica, agora dentro da Mecénica
Quéantica. Vamos obter o espectro de energia (caso
discreto) do &tomo de hidrogénio de forma algébrica,
no regime nao-relativistico, utilizando as simetrias do
problema de Kepler e a versao quantica do vetor de
Laplace-Runge-Lenz. Utilizaremos nesta segao unidades
naturaiﬂ tais que 4meg = h = e = m = 1. Conside-
rando entao esse sistema de unidades, o Hamiltoniano
para o dtomo de hidrogénio (Z = 1) assume a seguinte
forma,

V2 o1
H= 5 = (59)
onde R = (R?+R%+R3)'/. No problema classico de Ke-
pler, temos uma simetria dindmica e consequentemente
uma carga conservada. Tal carga é conhecida como vetor
de Laplace-Runge-Lenz e o equivalente quantico dessa
lei de conservagdo é dado pelo comutador [H,A;] =
0 [29]. A versdo quantica do vetor de Laplace-Runge-
Lenz (daqui em diante, abreviaremos como vetor LRL,
por simplicidade), agora um operador, possui a seguinte
expressao,

A=

(PxL—LxP)—=, (60)

N =
| =

escrita na forma antissimétrica. Para escrever A e
componentes, temos que avaliar os produtos PxLe
E X ]3 Vamos escrever entdao os vetores 13 e I_: em
componente como P = (P;, Pj, Py) e L= (Ls, Ly, L)

e usar o tensor de Levi-Civita e;;, para escrever as

m

10 Este grupo também incorpora rotacdes préprias, além dos ja
conhecidos boosts. Temos assim trés geradores de rotagdo, com
relagdo aos trés eixos cartesianos e trés boosts, cada um na diregao
de uma coordenada cartesiana.

I Também conhecidas como unidades atémicas de Hartree.

12 Estaremos considerando aqui que P; = Pie L, =Lk
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componenteﬂ do produto vetorial, isto é,
(P X L)l = 6ijkPij, (61)

entao temos para uma componente A;,

1 R;

A= §(EijkPij —eijul;Pr) — ﬁ,

Vamos obter, com a ajuda do comutador [L;, P;] =

i€;jkPi (que serd calculado no apéndice E[)7 uma, ex-

pressio hermitiana para (62). Utilizando entdo esse

comutador para trocar o produto L;Pj pelo produto
Py L;, obtemos,

(62)

1 . R;
Ai = §(€ijkPij — €ijk{Pij + ZajkllDl}) - fz
1 . R;
= §(EijkPij — EijkPij - Zfijkgjklljl) - E
1 . R;
= §<EijkPij, — ek PjLi, —icinjen Pr) — &
1 ) R;
= 5(gijkPij +eijuPjLi, — ieijreiinP) — &
1 . R;
= 5(25ijkPij —igijkeijr ) — R (63)

onde trocamos k por j e j por k no segundo e terceiro
termo dentro dos parénteses (terceira linha) e resta-
belecemos em seguida a ordem ciclica nos indices dos
tensores de Levi-Civita nestes termos (quarta linha).
Utilizando agora a identidade €;;,e15, = 204 e simpli-
ficando, chegamos ao nosso resultado,

R;
Ai = eijpPiLg —idu P — I (64)
ou na forma vetorial,
- s - = R
A=PxL—iP— —, 65
X i 7 (65)
onde ¢ = /—1 (ndo confundir com o ¢ nos indices).

Vamos apresentar agora o seguinte conjunto de comu-
tadores envolvendo A; e Lj,

[Li,Lj} = iEijkLk

[Li, Aj] = igijn A (66)

[Ai,Aj} = —2iH€ijkLk,
onde o primeiro comutador é a ja conhecida relacao
fundamental de comutagdo para o momento angular
na Mecanica Quéntica [43, 44], O segundo comutador
serd calculado no apéndice (juntamente com ou-
tros) e o terceiro comutador serd calculado detalhada-

mente no apéndice [B] Vamos agora realizar a seguinte
substituigao,

A= (V=2H)B, (67)

13 Utilizaremos neste trabalho a convencio de Einstein para a
soma, sobre os indices repetidos. Nesta subsecao os indices sempre
correrdao de 1 a 3.
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o primeiro comutador permanece inalterado. O segundo
comutador fica,

iEijk

[Li?Bj] = m( _2H)Bk
[Li,Bj] = Z'é‘z'jkBk, (68)

e o terceiro comutador,
[4i, Aj] = (V=2H)*[B;, Bj] = (=2H)[B;, Bj],  (69)

0 que resulta em,

1 .
[Bi,Bj] = (—QH) (—QH)ZEijkLk
[Bi, Bj] = igijxLr, (70)

assim, obtemos novas relagoes de comutagao,
[Li, Lj] = ieiji Ly,
[Li, Bj] = Z'EijkBk, (71)
[Bi, Bj| = igiji L,

com E < 0 (caso discreto). A dlgebra dos comutadores
dada em é isomorfa & algebra de Lie so(4), dada
pelos comutadores . Assim, as relagoes de comutacao
entre as componentes do vetor momento angular e as
componentes do vetor LRL revelam que o grupo de
simetria do dtomo de hidrogénio néo é o grupo SO(3)
(rotagdes em R3), mas sim o grupo SO(4). Vamos definir

—

a
as seguintes combinagoes de L e B,

J= §(E+§>, (72)
jf:%(ifé), (73)

os comutadores [J;, J;], [J}, Ji] e [Ji, J;] podem ser deter-
minados e sdo apresentados abaixo (o cdlculo detalhado

desses comutadores é realizado no apéndice [A),

(i, ;) = igijiJ,

[Ji, J}] = iciji B, (74)
i, J] = 0,

g
Isto é, desacoplam e formam separadamente a dlgebra
de Lie de SU(2). Os operadores J? e J'? sdo os opera-
dores de CasimiIE de SU(2) com autovalores j (j + 1)
e 7' (j' + 1) respectivamente e,
1 3
b:bI:O7771a77"'7 75
J=J 515 (75)
podemos construir dois invariantes de Casimir para o
grupo SO(4),

C,=J*+J72, (76)

14 Operadores de Casimir sido aqueles construidos para comutarem
com todos os geradores em uma representagao do grupo. Também
sao conhecidos como invariantes de Casimir.
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Cy=J%—J?, (77)
realizando o cdlculo de J2 utilizando (72),
J? = J.-J==(L+B) (L+B)
1 Lo L
:Z{L2+B2+B-L+L~B}, (78)
e o célculo de J’?, utilizando agora ,

J? = J.J'=-(L-B) - (L-B

~—

:Z{L2+BQ—§-E—E-§}, (79)

substituindo os resultados e (79) nos invariantes de
Casimir ([76) e , e simplificando, obtemos para esses
ultimos as seguintes expressoes,

Ol = (L2 +B2)a (80)

Cy=-(B-L+L-B), (81)

precisamos agora avaliar B - L. Como temos a relacio
B-L = (V/-2H)"'A. L, vamos determinar o produto

=

escalar A - L,

Lo . - - R\ -
AL=|PxL—-iP-=| L
(x ; R)
I A
= (PxL)-L—iP-(RxP)~ 4 (RxP)
L. R
= P-(LxL)~iR-(PxP)~ ,(RxR)-P
=0, (82)

onde usamos e a identidade (136]), apresentada do
apéndice |C| (a prova para L - A é semelhante). Entéo
temos,

B-L=L-B=0, (83)

consequentemente Cy = 0 (os operadores L e B séo
ortogonais) o que implica diretamente em,

J?*=J"?, (84)

ou seja, temos entdo j = j’ (degenerescéncia). Dado um
autoestado |j, m) simulténeﬂ de L? e H, o resultado
da atuagao de neste autoestado é,

Cilj,m) = (J* + J?)|j,m) = 2j(j + 1)]j,m), ~ (85)

15 Como o potencial é central, temos [L2, H] = 0.

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 45, €20230012, 2023

Introdugéo ao grupo SO(4) com aplicagdes & Fisica: transformacdo de Galilei e &tomo de hidrogénio

vamos trabalhar agora o operador , para isso preci-
samos da expressdao para A2. A respectiva expressio é
dada a seguir,

A? =2H(L? +1) +1, (86)

a dedugao desse resultado serd realizada no apéndice [C]
Assim, utilizando para substituir A% em (80)), o qual
também atua no autoestado |j, m), temos,

Cilj,m) =
G <—§2>> )

- 3 (-5 )i (s7)

onde usamod ¥ A%(—2H)"!|j,m) = A2(—2E)~![j,m).
Substituindo agora a expressdo (86 para A% e prosse-
guindo com os célculos, temos,

(L* + B?)|j,m)

[N

1

Cilj,m) = 3 <L2 - %{QH(LQ +1) + 1}) |5, m)

1, 1 ) 1Y,
2<L S 2B(L? +1) 2E>IJ,m>

— (35 3) i (58)

onde considerados o fato que H e L? comutam. Igua-
lando entao os resultados e (88), temos,

1 1

2i(j+1)=—= — — 89
j(5+1) 5~ 15 (89)
ou
1 1
2% 42j 4+ = = —— 90
JCH2)+ 5 1B (90)

multiplicando ambos os lados do resultado anterior por
2 e fatorando o lado esquerdo, temos,

1

(25 +1) = -5, (o1)

definindo (2j+1) = n e isolando E, obtemos finalmente,

1

En=—53

n=1,23,4,.... (92)

Que ¢é exatamente a formula de Bohr para os niveis de
energia do dtomo de hidrogénio néo-relativistico (con-
siderando o nosso sistema de unidades). Este método
algébrico para encontrar o espectro de energia do &tomo
de hidrogénio, utilizando o grupo SO(4) e as simetrias
do problema de Kepler via vetor LRL, foi realizado
originalmente por Pauli em 1926 [33], independente-
mente da solucdo dada pela formulagao ondulatéria de
Schrodinger para a mecénica quantica.

16 Visto que A2|j,m) = —2B2H|j,m) = —2B2E|j, m).
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4. Conclusoes

Neste artigo apresentamos uma introducdo bésica ao
grupo SO(4) com duas aplicagdes na Fisica. A obtencao
dos geradores do grupo foi realizada, por meio de uma
investigacao dos elementos na vizinhanca da identidade.
Isto levou a uma estrutura linear associada com o
grupo, um espago vetorial chamada espago tangente
na identidade. Os elementos desse espago vetorial sdo
relacionados com os elementos do grupo via mapa expo-
nencial. Utilizando o mapa exponencial, um elemento
do grupo SO(4) foi obtido a titulo de exemplo. A
algebra de Lie so(4) também foi apresentada, junto
com seu conjunto de relagdes de comutagdo. A primeira
aplicagdo foi na Mecénica Classica com a obtencdo da
transformacao homogénea de Galilei, utilizando o limite
classico. A segunda aplicagao foi na Mecanica Quantica
nao-relativistica, com a obtencao do espectro de energia
do atomo de hidrogénio. Neste tultimo caso, fizemos uso
da versdo quantica do vetor de Laplace-Runge-Lenz,
obtendo um isomorfimo com a &lgebra de Lie so(4), o
que levou a invariantes de Casimir, permitindo poste-
riormente a obtencdo dos niveis de energia do atomo
de hidrogénio nao-relativistico. Por fim apresentamos
trés apéndices: o primeiro com o calculo detalhado de
varios comutadores que aparecem no problema do 4tomo
de hidrogénio, o segundo com o célculo detalhado do
comutador [A;, A;] e o terceiro com o célculo detalhado
da expressdo para A2, fundamental na obtencdo dos
niveis de energia do respectivo dtomo.
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Apéndice
A. Calculo de comutadores

Neste apéndice serao realizados os calculos de alguns
comutadores utilizados ao longo do trabalho. As relagoes
canoénicas de comutacdo da Mecénica Quantica também
sao utilizadas, a saber,

[Ri, Pj] = idij, [Ri,Rj] =[P, Pj]=0, (93)

assim como a relagdo candnica do momento angular
[Li,L;] = iejuLli, j& dada em . E importante
lembrar que se dois operadores A e B comutam, entdo
um comuta com uma fungdo arbitraria do outro, ou
seja f(A) comuta com B [44]. Neste trabalho sempre
consideramos unidades naturais tais que A = 1. Vamos
relembrar também a definicdo do operador momento
angular L=Rx 15)7 que em componente é escrito como,

L; = RjP; — RyP;. (94)
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A.1. Comutador [L;, P;]

Vamos determinar o cdlculo do comutador entre L; e P;.
Vamos utilizar a definicdo do operador momento angular
quantico em componente (94)),

[Li, Pj] = [R; Py — R P}, Pj]

[R; Py, Pj| — [Ri. Py, Pj]

= R; [Py, Pj] +[R;, Pj] Py
———’

0

— Ry, [P}, Pj] = [Ry, Pj] Pj
—— =
0 0

= [Rj, PJ]Pk = Z'Eijkpk, (95)

onde fizemos uso das relacoes (93) e introduzimos €;;, =
1 (ordem ciclica). Logo temos,

(Li, Pj] = i€ij P (96)

A.2. Comutador [L;, R;]

Vamos determinar o calculo do comutador entre L; e
R;. Vamos utilizar novamente a definicdo do operador
momento angular quantico em componente (94)),

[Li, R;] = [R;j Py — R Pj, R

[R; Py, Rj] — [Ri Py, Rj]

= R; [Py, Rj] + [R;, Ry] Py
—_——

0 0
—Ry [P}, Rj] — [Ri, Ry] P
0
= Ry[Rj, Pj] = icyji Ry, (97)

onde utilizamos novamente as relagoes (93] e introduzi-
mos &;;; = 1 (ordem ciclica). Logo temos,

[Li, RJ] = iEiijk. (98)

A.3. Comutador [P;, %]

Vamos determinar o cdlculo do comutador entre P; e %.
Sabendo-se que R = (R? + R3 + R2)'/2 pode ser escrito,
utilizando notagio indicial, como R = (R;R;)'/?, temos,

[Pi ]l?l =[P, R =[P, (RiR)™?,  (99)

vamos utilizar a propriedade [P;, f(R;)] = —id;; f'(R;),
[44] sendo no nosso caso f(R;) = R™! = (R R;)~V/2.
Calculando entéo a derivada de f(R;), ou seja,

0 20 R,

1
——R P —RR=— =——%
27" oR; " 2R3 R’
(100)

f'(Rj) =
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substituindo esse ultimo resultado na propriedade indi-
cada, obtemos o resultado final para o comutador,

1 iR;
{Pi’ R] T ® oy
A.4. Comutador [L;, %]

Vamos determinar o célculo do comutador entre L; e
%. Vamos utilizar novamente a definicao do operador
momento angular quantico em componente (94]),

1
[Li, R} = [R;Py — RyP;, R 1]

= [R;jPy, R'] — [RPj, R
= Rj[Pe, R+ [R;,R'| P
N——

0
—Ry, [Pjv Ril] - [Rkv Ril] Pj
0
iR,R. iR;R,
= 3 — 3 =0, (102)

onde utilizamos (101) e o fato de que R; comuta com
uma fungdo de R; (no nosso caso ). Logo, o resultado

final para esse comutador é,

(103)

A.5. Comutador [L;, Aj]

Vamos determinar o calculo do comutador entre L; e
A;. Utilizando a expressdo (64), a relagdo candnica do

momento angular e os comutadores , e (103),

temos,
. R;
[Li, Aj] = |LisejmPrLli — i0jn Py — =
= € Pr[Li, Li] + €k [Li, Pr]Ly
. 1 1
—Z(Sjn[Li,Pn] — E[Li’Rj] — Li, E Rj
0

= iEijEilpPkLp + iEjklEikqPqu

1
— *Z'Eiijk, (104)

R
fazendo | = i,n = j e m = k e colocando em seguida
ie4;5 em evidéncia,

+2
-1 5jn5inmpm

[Li, Aj} = iéijkeiipPkLp JriéijkeikqPqLi
—_———
0

1
.2 .
—1 EijkPk — fRZEijRk

R
= 1€k <5kquqLi — 1P, — Rk>
(105)

= ik Ak,
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onde verificamos que o termo dentro do parénteses é
justamente a componente Ay. Assim, o resultado final
para este comutador é,

[Li, Aj] = igijn Ak (106)

A.6. Comutador [J;, J;]

Este comutador foi apresentado em . Usando e
as relagoes de comutacio em ([71)), temos,

[Jis J;] = —[(Li + Bi), (Lj + By)]

N N

= —{[Li, L;] + [Bi, L] + [Li, B;] + [Bi, B}

1
= Z{iEijkLk + tg;j1 Bi + i€ijx Br + t€ijiLi}

iEijk

= 5 (L + By) = i€iji I, (107)
logo, o resultado final é,
[Ji7 J]] = Z'El‘ijk. (108)

A.7. Comutador [J], J}]

Este comutador foi apresentado em (74)), Usando e
as relagoes de comutacio ([71)), temos,

[, )] =

19

[(Li = Bi), (Lj — B;)]

{[Li, Lj] = [Bi, L] = [Li, Bj] + [Bi, Byl }

B~ = =

1. . . .
= z{lgijkLk — ZgijkBk — ZEijkBk + ZEijkLk}

B ZE;jk (L. — Bk) = i€ijiJy, (109)
logo, o resultado final é,
[Ji, Jj] = ieijn . (110)

A.8. Comutador [J;, J]]

Este comutador foi apresentado em . O calculo ¢
semelhante aos dos dois tultimos,

oo ) = $1(Li+ B2, (L5 — By)]
= I L)+ (B L) - [ B~ (B, Byl)
1 ) . ;
= Z{ZE@jkLk — i€k B +i€ijx By —i€iju L}
=0, (111)
logo, temos o nosso resultado final,
[Ji, J;] = 0. (112)
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B. Calculo do comutador [4;, A)]

Neste apéndice realizaremos o cédlculo do comutador
entre A; e A;. Vamos iniciar escrevendo a forma explicita
dessas componentes dentro do comutador e utilizar as
propriedades operatérias dos comutadores para separar
os termos. Vamos provisoriamente trocar o indice j pelo
[, por conveniéncia. Assim,

. R;
[Aia Al] = |:EijkPij —10;q Py — §7€lmanLn
. R
—10p Py — RI]

= [gijkPij7ElmanLn]
+ [eijrPj Ly, —i01p Py

R
+ |:5ijkPij7 _ffl:| + [_i(siapavslmnpm-[/n]

+ [_i(;iapaa _ifslbpb] + |:_i5iapaa _};l]

Ri Ri
+ |:_75lmanLn:| + |:_; _6leb:|

R R
R R,
Sy 11
+[ R’ R] (113)

Temos entdao um total de nove comutadores. Vamos
determinar separadamente cada um deles e depois adi-
cionar os resultados para compor o valor final. Vamos
analisi-los na ordem em que eles aparecem em ,

1° comutador: [g;;,P; Ly, €1mn P Ln)

Vamos iniciar o calculo deste comutador aplicando as
propriedades operatérias dos comutadores,
(€11 Pj L, €tmn P Ly
= €ijkEimn [P L, PrLy)
= €ijk€imn(Pj[Li, PmLy] + [Pj, Py Ly|Ly,)
= €;ijkEtmn(PjPm[Lik, Ly] + Pj[ Lk, Pmn]Ln.
+ P[P}, Ly Li, + [Py, P L)
—
= €;jkEimn (P Pm{ickngLq} + Pj{ickmrPr} L.
+Pp{—icjnsPs} Ly)
= 1€ijkEtmnEkngj PmLq + i€ijkEtmnElmr Py Pr Ly,

- igijkglmngjnstPstv (114)

onde utilizamos a relacao de comutacao canénica do mo-
mento linear, angular e o comutador . O resultado do
calculo anterior contém trés termos, vamos determinar
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o valor do primeiro,
1€ kEImnEkng i PmLq
= i€k (€tmnEqkn)PjPmLq
= 1€k (01g0mk — O1t0mq) Pj P Lq
= 1€ (01g0mk Pj P Lq — 0180mq P PmLq)
=i€ijx(PjPeL; — 611 Pj Py Ly ), (115)

onde utilizamos a conhecida identidade envolvendo os
simbolos de Levi - Civita e as deltas de Kronecker:
€ijkElmn = 0i0jm — 0im0;; (atente sb para as escolhas
particulares dos indices). Esta identidade serd usada
algumas outras vezes daqui pra frente e sempre nos
referiremos a ela, por questoes de simplicidade, como
“identidade das deltas”. O calculo para os demais termos
é o mesmo (respeitando os respectivos indices) e os
resultados sao, respectivamente,

1€4jkEmnEkmr Ly Pr L
= —igijk(PjP Ly — 6, PjPyLy),  (116)
1€4jkE1mnEjns PmPs Ly,
= —igijx(PjP Ly, — 6x P P Ly), (117)
reunindo os resultados e em ,
temos,
(€156 P L, €tmnPrm Ln]
= ig;jk(PjPrLy
— 01 Pj Py Ly, + 013 P Py Lyy — P P Ly,
+ 01 PPy Ly, — P; P Ly,)
=igij(P; Py — 2P; P Ly + 6,;P?Ly,),  (118)

onde fizemos n = M e escrevemos P, P,, = P%. Como
ie;jkPj Py = (P x P); = 0, chegamos em,
[5ijkPija 5lmanLn]
= 72i€¢jkPjPlLk + z‘sijkélesz, (119)

fazendo j = [ e colocando P, P, = P2, temos o resultado
final para o 1° comutador,

[aijkPthslmanLn] = _ieilkP2Lk- (120)

2° comutador: [g;j;P;j Ly, —i0;,P)

O calculo desse comutador segue abaixo,

eiju P Lk, —i6wPy] = —i0weiji[P; Ly, Py
= —i0weijr(Pj[Li, D)
S~——

0
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= —i0eijk Pj(ickpe L)
= Oweijkerbe Py Pe

= eykEricbj e

= (0idjc — GicOji) P Pe

= 0udjcPjPe — 0;c0j P Pe
= 0uP;P; — PP,

= 0, P?> - PP, (121)

onde utilizamos a identidade das deltas, a relagdo cano-
nica para o momento linear e o comutador . logo,
temos o nosso resultado final para o 2° comutador,

[eijn P Lk, =i Py] = 61 P* — PP, (122)

3° comutador: [EijkPij, —%]

O célculo desse comutador é um pouco mais traba-
lhoso. Vamos iniciar utilizando novamente as proprie-
dades operatérias e em seguida utilizar o resultado de
alguns comutadores ja apresentados no apéndice [A]

R

[5ijkPij7 _R}

R
—Eijk {Pij, RL}

R R
- calofe 3o [ 5]

1 1
= —¢in(P P, [le R] +Pj (L, Ri] =
0

1 Ly,
- Eijk G\t kI LT R

iR; L
+Ry (R;) Ly +(Z5lj)R>

. PR, . RiR; Ly,
= _ZsijkslckT - Z€ijkT

. Ly,
+ ’Lf:‘ij}g(sljf

P;R.
R

RR,L. . L
T+Z€“k§

P; PR,
= —i(sildjc]TRc-‘ri(Sic(Sjl ].Z?)C

RiR;L, . Ly
TR R

= —i(050;c — 03c051)

— 1€4jk

— 1€jk
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.. PR, PR
= —idy JR] —HilR
. RR;Ly . Ly
— ZEijkT -+ lEilkE. (123)

Chegamos a um resultado intermediario. Vamos agora
trabalhar o terceiro termo do resultado anterior: usando
a relagdo de comutacgao para trocar R;Ly por Ly R;
e usando novamente a identidade com as deltas, temos,

. RleLk o Rj (Lle - Z.5klmRm)
_ZgijkT = &5k R3
_dggRjLe Ry gijpEimi R Ry
= — 73 — JiE
(B x LR
- R
(0310 jm — dimdj1) R Ry
_ 73
_ Z(é X E)iRl 52‘1(5ijij
= — J7 — IE
(Sim(Sleij
TR
_ _UBx DRy S
o R3 R
RiR;
Lo (121)

substituindo esse ultimo resultado em ((123), temos
finalmente o resultado do 3° comutador,

P.R; PR,
|:€ijkPij,};l:| = 77:51'1 ﬁj ZZTF
RIR; (R xL)R
tre o R3
- % + iailkfk. (125)

4° comutador: [—id;q Py, €1mn PmLn]

O célculo deste comutador é o mesmo empregado no
caso do 2° comutador. O resultado difere daquele por
uma troca de sinal em todos os termos. Temos entao,

[~6ia Pay €tmn P L] = PPy — 8, P2. (126)

5° comutador: [—id;q Py, —i0;5 P

O valor deste comutador é zero, considerando a relacao
de comutagao candnica para o operador momento linear.
Temos entao,

[_i(;iapay _i(;lbpb] = _6ia6lb[Paa Pb} = 0. (127)
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6° comutador: [—id;, Py, _%]

O célculo desse comutador segue abaixo,

. R . R,
i P — s P 2t
|: i0iq s R:| 161a|: as R:l
100 | By | P, L + [Pa, Ri] L
= 1204q as 5 as %)
1 R lR
. iR, . . 1
= 'L(siaRl (R3> +7/5ia (*Zéla) E
RiR, 1
= —0jp——— + 03000 —
3 + 'R
RiR; 1
= — il 5 12
73 +51R (128)

onde usamos o comutador (101]), a relacdo de comutacdo
candnica para a posicdo e momento linear e a propri-
edade ;04 = 9;. logo, o resultado final para o 6°
comutador é,

R +-=. (129)

. Ry RiR; 0y
|:_7/6iaPaa _:l = - R3 R

7° comutador: [—%,almanLn]

O célculo deste comutador é praticamente o mesmo
realizado no caso do 3° comutador. O presente resultado
difere daquele por uma permutacao nos indices i e [ no
termo com o produto vetorial e por uma troca de sinal
em todos os termos. O resultado entéo é,

|:_R75lmanLn:| = Z(Sil R -1 lR
RlRi Z(E X E)lRi
BT R
+ El —igitn 5 (130)

8° comutador: [f%, —1i01p Py)

O calculo deste comutador é basicamente o mesmo
realizado para o 6° comutador. O presente resultado
difere daquele apenas por uma troca de sinal em todos
os termos. Temos entao,

R; RR 6
[_RZ’_M“JP’)} =4 % (131)
9° comutador: [—%7—%]

O valor desse comutador é zero, considerando que
(como j4 foi comentado no inicio do apéndice [A]) se dois
operadores comutam (no nosso caso, R; e R;). entdo um
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deles comuta com uma fungdo arbitraria do outro (no
nosso caso, ). Temos entdo,

[—Ri —Rl} =0. (132)

R’ R

Vamos reunir todos esses nove resultados em (113]).
Apoés simplificar, cancelando todos os pares de termos
que diferem apenas pelo sinal, obtemos,

(E X E)IRZ — (E X E)ZRl

[Ai, Ai) = —iearP?Ly +i B
iPR, PR . L
R R Eilk R
Ly
_Zelinfa (133)

utilizando entdo a identidade (B x L), R; — (R x L); R; =
R?(P;R; — P|R;), permutando os indices i e [ no tltimo
termo (trocando também n = k) e realizando as
simplificacGes necessarias, chegamos em,

L
[Ai, AJ] = —’iEijkP2Lk + 2i€¢jk§k

(P? 1
—2i (2 - R) €ijk Lk,

onde trocamos | = j por conveniéncia. Como a expres-
sdo dentro do parénteses é exatamente o Hamiltoniano
do atomo de hidrogénio nao-relativistico , podemos
escrever o resultado final para o nosso comutador,

(134)

[Ai7Aj] = —2iHEijkLk. (135)

C. Célculo de A?

Neste ultimo apéndice iremos realizar os calculos neces-
sarios para obter a expressio A2, apresentada em .
Esse resultado foi fundamental na subsegao para
chegarmos na férmula de Bohr para os niveis de ener-
gia do dtomo de hidrogénio ndo-relativistico. Antes de
iniciar nossa tarefa, vamos apresentar duas identidades
que serdo muito utilizadas na demonstracdo de A2,

1° identidade

A-(BxC)=(AxB)-C (136)
Demonstragdo:
A (BxC) = Ai(eijuB;Ch)s
= (ekijAiB;j)kCk
= (Ax B)-C. (137)
2° identidade
AxL=2%A-LxA (138)
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Demonstracdo:
(Ax L); = eijuA;jL

= egij(LirAj —icgindy)
= egijk(LirAj +ienjnAn)
= eiliAj + ieijneninAn
= eirliA; + 206 As
= —eipiLiAj + 2iA;
= (=L x A+ 2iA),. (139)

Onde usamos e a propriedade €;jkEnjk = 20in.
Seguindo agora para o objetivo do apéndice, que é o
célculo da quantidade A2, vamos considerar inicialmente
um estado v e utilizar a expressao para A ,

A% =

1 - - = S o
- h (Px L)Y — (P xL)-iP+i’P- Py
+itR Py — (P x L) R’lw+'ﬁ ﬁlw
'R rRYTY TR
1 .
+ g i R, (140)

temos entdo um total de nove termos. Vamos determinar
cada um deles separadamente, seguindo a ordem em que

eles aparecem em ((140)).
1° termo: (P x L) - (P x L)

Vamos comecar escrevendo este termo utilizando o
tensor de Levi-Civita para o produto vetorial,
(PX L) (PxLy=eijneimpPiL PLyy,  (141)
usando a identidade das deltas, obtemos,
(PxL)-(Px Ly = (610jm — 0imdj1) PiL; PLi)
= 0u0jmPiL; P Ly
—0im 01 P L PLLpyp, (142)

fazendo | = i, m = j na primeira parcela e m = i,l = j
na segunda, temos,
(PxL)-(PxL)yy=PL;PLjt)— P,L;P; L1},
(143)

o produto L;P; na primeira parcela pode ser substituido
utilizando o comutador e o produto L;P; na
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segunda parcela é a mesma coisa que L. ]3, entao,

(PxL) - (PxL)y = Pi(P,L; —icijuPr) Ly
—P;(L; P;)Liv

= P?L*) —ig;j, PPy L

_P(LP)Lap,  (144)
como €, PPy = —€iu PP, = 7(13 X ]3)J = 0 e pela
identidade (136), L- P = (R x P)-P=R- (P x P) =0,
temos enfim,

(PxL)-(PxLyp=P* L% (145)

2° termo: —iP - (P x L)y

Este termo ¢é simples de calcular. Utilizando a identi-

dade (|136]), temos,

— -

—iP .- (Px Ly =—i(Px P)- L) =0. (146)

3° termo: — R - (P x L)Y

O célculo deste termo segue a mesma ideia do anterior.
Usando novamente a identidade (136)), temos,

LR Bxiy = _%(éxﬁ)-iwz—%i-izp

R
= flL% (147)
=% )
4° termo: —(ﬁ X E) Py
Usando as identidades (136 e (138]), temos,
—(PxL)-iPy = —iP- (L x P)¢
= —iP-(2iP— P x L)y
= 2P%p+iP- (P x L)
= 2P%)+i(P x P)-Ly
0
= 2P%). (148)

5° termo: i2P - ]31/)

O célculo deste termo é direto. O resultado simples-
mente é,

i2P . Pyp = —P%). (149)

6° termo: z%ﬁ~ﬁ¢

Este termo nao sera alterado. Os demais termos
contendo o produto escalar P - R serao trabalhados de
forma a exibirem o produto R - P.
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7° termo: —(P x L) - R%w

Utilizando a identidade (138), vamos reescrever o
produto vetorial dentro dos parénteses,

—(ﬁxE)-R%qp _ —(2z’13—E><13)-1%%z/;
= f2u3.ﬁlw
R
+(L x P) -E%% (150)

onde o resultado é composto por duas parcelas. A pri-
meira parcela precisa de um pouco de atenc¢ao. Usando
[R, P] = 3i para trocar o produto P- R pelo R- P, temos,

72i13'1%§¢ = —2i(R-P— 31)%11;
= —2iR-P— —=
HPRv R
6
= —2%R. _ 2
iR (-i¥) 0 - 1
1 - (1 6
= —2iR —Pw—kiR@[J Ew
- R? R
2i = 2 -
= —— P e
SR Pyt R R — 2o,
(151)
onde fizemos a substituicao R= %. Considerando entao

que R-E=R%e simplificando, chegamos ao resultado
para a primeira parcela,

= =1 20 5 = 4

A segunda parcela é mais simples de avaliar. Usando

novamente (136 temos,

1
R

=
X

e
iy

<
I

I | Lo
L-(PxRypv=-L-Lzy

2 1 L.y
= —L Rz/; = RL Y, (153)
onde usamos o fato que o operador L; comuta com %,
conforme mostramos no apéndice [A] (é simples mostrar
que, utilizando o resultado (103)), L? também comuta).
Reunindo entao 1153)), temos finalmente o resul-
tado para o 7° termo

. 1 2t = 5 4
—(PxL)- =—(=L*+=ZR-P+— 4.
(Px L) -R=v (R +RR +R)1/)

(154)
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8° termo: iP - RL YA

Utilizando novamente [R,P] =
produto P - R por R - P, temos entao,

3t para trocar o

Lo 1
Y = i(R 3i) 7

iP - RE P

= iR- ﬁlw + Ew (155)
R R

a parcela iR - PL ¢ pode ser determinada usando o

mesmo procedunento empregado no calculo da primeira

parcela do 7° termo. Logo,

iR - P

T = = 1
— —R-Py— — 156
Le= LB Py Tu. (50)
colocando (156) em (155) e simplificando, temos o

resultado para o 8° termo,

—

BL FY= (;ﬁ-ﬁ+;)w.

"Ui

(157)

9° termo: %fi - ﬁd}

O célculo deste tltimo termo é bem direto. O resul-
tado simplesmente é,
R Rz/) =

RQw ¥, (158)

R?

por fim, desconsiderando o estado v e reunindo todos
esses nove resultados em ([140)), temos,

1 i - = 1
A2 = P22 +0—- =L%?+2P?-P?>+ —R-P— —[7
+ % + +R 7
2t - - 4 7 .
- ZR-P-=-4+—-R-P+=+1
7 R+R + =+
Pz 1 Pz 1
=2 == |L*+2(——-=|+1 1
(2 R) +(2 R>+, (159)

como a expressao dentro do parénteses é exatamente o
Hamiltoniano do atomo de hidrogénio nao-relativistico
(59), chegamos entéo ao resultado final do apéndice,

A*=2H (L*+1) + 1. (160)
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