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Propriedades dos sistemas bidimensionais Lennard-Jones sdo estudadas com o objetivo de apresentarmos o
método de dinamica molecular. Em particular, damos atengao ao calculo da fungao radial de distribuicao de
pares. A boa concordancia de nossos resultados com a teoria e resultados de outra simulagdo mostra que esse
é um método nao s6 de facil implementagdo, mas também confidvel. Além disso, mostramos que o método
de dinamica molecular pode nos ajudar na interpretacao dos resultados e aumentar o nosso entendimento dos
mesmos.

Palavras-chave: sistema de muitos corpos, Lennard-Jones, distribui¢do de pares, Argonio, dinamica molecular.

Properties of two-dimensional Lennard-Jones systems are studied with the aim of introducing the molecular
dynamics method. In particular, we give attention to the calculation of the radial distribution function. The
good agreement of our results with theory and results of another simulation shows that this is a method not
only easy to implement, but also reliable. In addition, we have shown that the molecular dynamics method can

help us with the interpretation of results and increase our understanding of them.
Keywords: many-body system, Lennard-Jones, distribution of pairs, Argon, molecular dynamics.

1. Introdugao

A caracterizacao da matéria é importante tanto para a
ciéncia como em aplicagoes tecnoldgicas. Um dos as-
pectos mais bésicos que pode nos interessar em sua ca-
racterizacao estd em distinguir os seus trés estados: o
sélido, o liquido e o gasoso. Uma possivel maneira de
realizarmos essa tarefa é através da investigagao do or-
denamento espacial de seus constituintes. Os gases nao
possuem ordenamento espacial, liquidos possuem uma
ordenacao de curto alcance, e sélidos possuem uma or-
denacao de longo alcance.

Simulagbes computacionais sao métodos importan-
tes para compreender as propriedades da matéria. No
método de dinamica molecular, as leis de Newton
sao aplicadas a atomos ou moléculas, onde fendomenos
quanticos podem ser desprezados em boa aproximacao,
para obter a trajetoria de um grande numero de
particulas em um certo periodo de tempo, e assim calcu-
lar propriedades de interesse do sistema. Atualmente,
efeitos quanticos podem ser tratados com a introducgao
de um tipo especial de termostato, chamado de ruido
colorido [M]. Entretanto tal abordagem esté fora do es-
copo desse trabalho. As simulagoes também permitem
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reproduzir cendrios dificeis, ou até impossiveis, de se-
rem conduzidos em laboratérios (como trabalhar com
pressoes e temperaturas extremas).

Uma das ferramentas que podemos utilizar para in-
vestigar o ordenamento do sistema é a funcao radial de
pares. Neste trabalho iremos ilustrar o calculo desta
funcao ¢(r) para o Argdnio bidimensional. Os aspec-
tos essenciais deste sistema sao razoavelmente bem cap-
turados pelo modelo Lennard-Jones. A descricao de
fluidos e sélidos, em algumas situagoes, deve ser feita
em duas dimensoes como, por exemplo, quando estao
sendo investigados filmes finos.

Simulagoes bidimensionais sao muito convenientes
devido aos poucos recursos computacionais que exigem,
bem como facilitam visualizar graficamente algumas
quantidades fisicas de interesse.

Na secao 2 introduzimos o potencial que descreve a
interacdo entre as particulas. A teoria sobre a funcao
radial de distribuicao de pares é explicada na segao 3.
Apresentamos os conceitos que servem de base para as
simulagoes de dindmica molecular na secao 4. Os re-
sultados obtidos sao discutidos na segao 5, e na secao 6
apresentamos as conclusoes.
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2. O potencial de interacao

Trabalharemos com um sistema de N particulas e va-
mos supor que a dinamica dele pode ser tratada clas-
sicamente, ou seja, as equagoes de Newton descrevem
o comportamento das particulas. Também vamos su-
por que a interagao entre um par de particulas de-
pende apenas da distancia entre elas. O potencial de
Lennard-Jones descreve essas interagbes em razodavel
aproximagcao para diversos sistemas reais, como os gases
nobres, e serd aqui adotado

vo-[@)7-@)] w

onde r é a distancia entre as particulas, ¢ é um
parametro de comprimento e € é um parametro de ener-
gia. Na Fig. 0 apresentamos esse potencial parametri-
zado para o Argonio, onde podemos ver a parte repul-
siva (r — 0) e a parte atrativa. A repulsdo é devido ao
principio de exclusao de Pauli, o qual produz um efeito
de curto alcance, consequéncia de orbitais eletrénicos
que nao se sobrepoem. A forca de atracdo é de van der
Waals e descreve uma fraca atracdo de longo alcance.
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Figura 1 - Potencial de Lennard-Jones para o Argdnio.

Para facilitar as simulagGes, utilizamos como uni-
dade de comprimento o, de energia € e de massa m, a
massa do atomo. A Tabela 1 ilustra as unidades empre-
gadas. Uma das vantagens de se trabalhar com as cha-
madas unidades reduzidas é que uma tunica simulacao
pode ser utilizada para obter resultados para elementos
diferentes, basta utilizarmos os valores numéricos dos
parametros do elemento desejado.

3. Funcao radial de distribuicao de pa-
res

A funcao radial de distribuicdo de pares é uma me-
dida da correlacao entre as particulas de um sistema de
muitos corpos. Escolhendo-se arbitrariamente uma das
particulas como a origem, Fig. B, temos que o ntimero
médio de particulas entre uma distancia r e r + dr é de
pg(r)dr, onde g(r) é a funcdo radial de distribuicao de
pares.
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Tabela 1 - Unidades reduzidas. k é a constante de Boltzmann,
igual a 1,38 10723 J/K. A unidade de pressio é dada para um
sistema de duas dimensoes. Os valores das unidades no SI para
o Argonio sdo apresentados na terceira coluna [B].

Quantidade Unidade Valor para o Argonio
Comprimento o 3,410 m
Energia € 1,65 1021 J
Massa. m 6,69 10726 kg
Tempo o (m/e)t/? 2,17 10712 5
Velocidade (e/m)l/2 1,57 102 m/s
Forca e/ 4,85 10712 N
Presséo e/o? 1,43 1072 N.m~!
Temperatura e/k 120 K

Figura 2 - Uma particula foi fixada na origem, e desenhamos as
coroas circulares em relagao a ela. O numero de particulas em
cada coroa d4 origem & fungdo g(r) resultante [B].

Na pratica, ela funciona como uma “densidade lo-
cal”, ou seja, quando g(r) = 1, a densidade é aquela
média do sistema. Valores mais altos da funcao in-
dicam que a densidade local é maior que a média do
sistema, enquanto valores mais baixos mostram que a
densidade é menor.

A condicao de normalizacao adotada é dada por

L/2
p/ g(r)2mrdr = N — 1, (2)
0

onde o limite superior de integragao é metade do lado
da célula cubica de simulacao, fato que sera melhor dis-
cutido na segao 4.2. Essencialmente, a Eq. (B) nos diz
que, posicionando uma particula na origem e contando
todas as outras restantes, obtemos N — 1 particulas.
Como o valor de N € tipicamente grande em simulagoes
de dindmica molecular, poderiamos ter feito a apro-
ximagao N — 1 =~ N. Para o potencial de Lennard-
Jones, esperamos que g(r) — 0 quando r — 0, pois as
particulas nao podem penetrar umas nas outras.

A ordenagédo espacial de um sistema pode ser es-
tudada através da funcgdo g(r) e, consequentemente,
temos informacgoes sobre a fase em que o sistema se
encontra. Consideramos um sistema bidimensional de
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empacotamento hexagonal. Se rg é o parametro da
rede, teremos seis primeiros vizinhos a uma distancia
de 79, seis segundos vizinhos a uma distancia de v/3rg,
seis terceiros vizinhos a 2rg, e assim sucessivamente
(v/Tro, 3ro,...) [@]. A Fig. B ilustra geometricamente
os trés primeiros vizinhos. Neste caso a fungao radial
de distribuigao de pares, g(r), seria dada por picos nas
distancias dos primeiros vizinhos, ver Fig. B. No caso
de um gés ideal, em contraste, g(r) seria uma constante,
conveniente normalizada para 1.

Figura 3 - O empacotamento hexagonal de parametro de rede rg.

Para um so6lido devemos esperar que a fungao
g(r) apresente picos periédicos correspondentes a es-
sas posigoes razoavelmente bem definidas, ou seja, os
cinco primeiros vizinhos devem aparecer com méaximos
relativos em distancias proporcionais a 1 : V3:2: V7
2 3.

4. Dinamica molecular

4.1. O algoritmo numérico

Como ja vimos na segdo 2, precisamos computar as
trajetérias dos N atomos do sistema para realizar
a simulagao de dindmica molecular. Para isso, va-
mos precisar de um algoritmo com as seguintes carac-
teristicas: ele deve ser capaz de resolver numericamente
as equacgoes de Newton, de calcular as posicoes e veloci-
dades das particulas em um instante ¢t e em um instante
t+At, de permitir o uso de um At relativamente grande.
Deve ainda, nos intervalos de tempo envolvidos na si-
mulacgao, calcular as trajetorias classicas com precisao,
conservar energia e momentum, ser reversivel no tempo
e computacionalmente nao dispendioso.

O método empregado no programa para computar a
trajetéria de cada particula é o chamado Velocity Ver-
let. Esse algoritmo é reversivel no tempo e é preciso
para iteracoes pequenas de tempo. A posi¢ao x,4+1 € a
velocidade vy, 41, de uma componente do movimento da
particula, sdo dadas por [B]

1
Tpa1 = Tp + v AL+ 20n (At)2 , (3)

1
Un+1 = Un + 5 (an+1 + an) Ata (4)
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sendo que o indice n denota as quantidades no instante
atual e n + 1 naquele seguinte, apés uma iteragcao de
tempo At. Essas equacOes sdo obtidas através da ex-
pansao de z,, e x,1 em séries de Taylor [H].

As aceleragoes a,, sdo obtidas através da Segunda
Lei de Newton e, como no nosso sistema de unidades
a massa é unitdria, a aceleragdo serd numericamente
igual a forca. Essa, por sua vez, é obtida através do
gradiente do potencial

r

F(r) = —VV(r) = 2 {2 (i)m - (”)6] i)

4.2. Condicoes peridédicas de contorno e con-
vengao da minima imagem

Figura 4 - Sistema periédico bidimensional [B]. A caixa central é
replicada (A,B,C,D,E,F,G,H), bem como a posicao relativa das 5
particulas. Cada vez que um dtomo “sai” da caixa de simulacao,
ele “entra” na caixa adjacente, de tal forma que o nimero de
particulas permanece constante na célula de simulacdo. Cada
particula interage apenas com as que estdo em uma distancia
menor que L/2.

Um sistema fisico macroscopico possui um ntmero
de particulas da ordem de 10?3, que seguramente ndo
estd ao alcance de nenhuma simulacdo. Através da
dinamica molecular, grandes simulacdes envolvem um
ntmero de particulas da ordem de 10°. Nessa situacio,
a fragao de particulas nas bordas do sistema é significa-
tiva, logo, nao podemos ignorar os efeitos de superficie,
os quais sao despreziveis em sistemas reais. Uma ma-
neira de evitar essa dificuldade é adotar as condicoes
periédicas de contorno, juntamente com a convengao
da minima imagem. As condigbes periddicas de con-
torno consistem na replicacao da caixa de simulacao, a
qual contém N particulas, em todas as direcoes, Fig. @.
Assim, cada vez que uma particula deixa a caixa de
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simulagao na qual ela estd, uma outra de uma caixa
adjacente entra nessa mesma caixa.

Na convengao da minima imagem, somente particu-
las, e suas imagens definidas pela replicagao da caixa
central, dentro de um raio igual & metade do lado L da
caixa de simulagao irao interagir com a particula cen-
tral, ou seja, o potencial de Lennard-Jonnes (Eq. (IO))
s6 é calculado para distdncias menores do que L/2. A
contribuicao das demais particulas, com uma distancia
de separagao maior que L/2, é calculada de forma apro-
ximada.

4.3. Implementagao do programa

O sistema de N particulas, e densidade p = %, é po-
sicionado na célula quadrada de lado L e as posigoes
iniciais das N particulas obedecem uma rede triangu-
lar, por simples comodidade dos célculos.

Desejamos controlar a temperatura inicial do sis-
tema, para isso devemos analisar a forma como é cal-
culada a temperatura. Sabemos, do Teorema da Equi-
particao da Energia, que para cada grau de liberdade
do sistema temos %kT de energia associada, onde k é
a constante de Boltzmann. Logo, a temperatura como
fungéo do tempo é dada por [B]

N
KT() = % Z} mevi(t) - vi(0). (6)

No entanto, devemos impor a condicao de que o cen-
tro de massa do sistema esteja fixo. Num experimento
real, as paredes do recipiente garantiriam o momento
do centro de massa ser nulo. Na simulacao impomos
que o centro de massa permaneca estatico, subtraindo
da velocidade de cada particula aquela do centro de
massa. Essa imposicao faz com que nao tenhamos mais
2N graus de liberdade para o sistema, mas sim 2(N —1)

N
1 -
ET(t) = ———— E miv;(t) - vi(t), 7)
onde v;(t) - v;(t) denota a média temporal.

4.4. Os ensembles NVE e NPT

Os processos descritos até agora formam um sistema
com um numero de particulas (N) fixo, bem como a
area (andloga bidimensional do volume V') e a enegia
total E (energia cinética mais a potencial). Por pos-
suir essas quantidades fixas, dizemos que esse sistema é
um ensemble NVE. Esse ensemble pode ser entendido
como um conjunto de sistemas onde todos os estados
consistentes com os valores de NVE estao presentes.
No entanto, experimentos fisicos sao geralmente
conduzidos em condigoes de temperatura (1) e pressao
(P) constantes. Logo, desejamos passar do ensemble
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NVE para o NPT. Isso é feito através de dois mecanis-
mos de controle, um termostato para a temperatura e
um barostato para a pressao.

O termostato consiste em reescalarmos a velocidade
de todas as particulas, multiplicando-as por um fator
A. Como ja discutimos na se¢ao 4.3, mudando as velo-
cidades do sistema, teremos uma temperatura diferente

Ja, o barostato funciona de maneira similar ao
termostato, porém neste caso sao reescalonadas as
distancias, de tal forma que com mudancas de &rea
da célula de simulagao a pressao seja mantida cons-
tante. Como a pressao é definida como forga por area
(no caso bidimensional é for¢a por unidade de compri-
mento), multiplicamos todas as distancias envolvidas
na simulacao por um fator u, tal que

At 1/2
p=1-—(F-R) (9)
onde 7 é um parametro que determina a velocidade com
que a pressao desejada (P;) serd alcangada, e Py é a

pressao calculada antes de reescalar as distancias.

4.5. Detalhes técnicos da simulacao

O programa utilizado nas simulagoes foi escrito em
FORTRAN 95 com base em um cédigo-modelo [@], e
implementado em um computador com arquitetura in-
tel 3. Para as simulacoes com 450 particulas o tempo
gasto foi de aproximadamente 1 minuto, enquanto para
a simulagao de 16200, foi de aproximadamente 13 ho-
ras. Os célculos dependem dos seguintes parametros
de entrada: numero de particulas (N), densidade (p),
valor da iteracdo de tempo (At), tempo de simulacao
(unidades reduzidas), temperatura (T') e pressao (P).
Além da fungdo g(r), podemos calcular algumas gran-
dezas termodindmicas, bem como produzir videos da
posicdo das particulas. As posi¢oes iniciais obedecem
uma rede triangular, enquanto as velocidades iniciais
sao provenientes de um gerador aleatério.

Para os resultados da segao 5 consideramos um en-
semble NPT com 450 particulas (N = 450) e o in-
tervalo de tempo entre as interagoes de 0,01 unidades
(At = 0,01). Os resultados foram obtidos em 10000
passos apés o equilibrio ter sido atingido, o qual teve
duracao de 1000 passos. E igualmente importante fa-
zermos um tratamento estatistico dos resultados. Estes
procedimentos sao bem estabelecidos e estao discutidos
nas Referéncias [B,0].

5. Resultados

A Fig. B mostra a funcéo g(r) para duas temperaturas
diferentes, T =0,8 e T =1,8.
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Figura 5 - Gréfico g(r) vs. m; p = 0,84 (fase sélida). As linhas
pontilhadas indicam os picos esperados para T' = 0, 8.

Analisando apenas a curva para T = 0,8, observa-
mos trés picos da fungéo g(r), nas distancias 1,1; 2,1 e
3,1 0. Sabemos que o empacotamento para o sistema
em duas dimensoes é hexagonal, logo os picos devem
ocorrer na proporcao 1: /3 : 2 : /7T : 3. Os segun-
dos e terceiros vizinhos contribuem para o segundo pico
observado na figura, pois a diferenca entre v/3 e 2 é re-
lativamente pequena. Da mesma maneira, os quartos
e quintos vizinhos contribuem para o terceiro pico da
figura.

Comparando as duas curvas obtidas através da si-
mulagao, T'= 0,8 e T' = 1, 8, notamos que a proporgao
entre os maximos é preservada. A diferenca estd no
alargamento dos picos e na diminuigao no valor abso-
luto dos méximos. Ambos resultados sdo explicados
pelo maior grau de desordem do sistema, decorrente do
aumento da energia.

Para uma densidade correspondente a um liquido, a
fungao g(r) mostra ainda uma certa ordenagao do sis-
tema. Analisando a funcédo radial do liquido, Fig. B,
vemos que o terceiro méaximo desaparece e o segundo
apresenta um alargamento consideravel. Ja na Fig. @,
com densidade correspondente a gas, podemos notar
que o segundo pico desaparece. Esses resultados sao
consequéncia da desordenacao do sistema, causada pelo
espago livre disponivel [8].
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Figura 6 - Gréfico g(r) vs. m; p = 0,5 (fase liquida).
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Figura 7 - Gréfico g(r) vs. 7; p = 0,03 (fase gasosa).

Se desejamos observar os cinco primeiros picos sepa-
rados da funcdo g(r) para o empacotamento hexagonal,
1:3:2:V7: 3, devemos simular uma densidade
mais alta do que as anteriores [H]. A Fig. B mostra o
grafico de g(r) para p = 1. Podemos observar que os
maximos estao na proporcao 1 : 1,76 : 2 : 2,70 : 3,05,
em concordancia com os valores esperados pela teoria

(V3 =~ 1,73 e /T~ 2,65).

Figura 8 - Gréfico g(r) vs. r; T = 0,8; p = 1 (fase sélida). As
linhas pontilhadas indicam os picos esperados.

Para fins de validacdo do nosso método de si-
mulac¢ao, podemos comparar os resultados obtidos com
outras simulacoes de dinamica molecular da literatura.
O estudo de Argdnio bidimensional, ou seja, filmes,
geralmente é feito através da deposicao de atomos de
Argonio em um substrato. Escolhemos um artigo em
que a simulagdo consiste em observar as trés primei-
ras camadas de Argoénio no substrato de grafite [H].
A funcdo ¢(r), para cada camada, pode ser vista na
Fig. B. Apesar dos pardametros das simulacoes serem
diferentes, notamos que a forma da fungao g(r) é igual
nas Figs. Be 8.
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Figura 9 - Gréfico g(7*) vs. 7*, T = 50 K, onde 7 é um parametro
de distancia [B].

Em um sélido perfeito, esperariamos que a fungao
de distribuicao radial de pares nao tendesse a um, como

J
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em um liquido ou um gés. Em um sdlido ideal, as
posicoes das particulas sao altamente correlacionadas,
logo devemos ter os méaximos da funcdo ¢(r), dados
pela estrutura hexagonal do sélido, em todo o intervalo
r considerado.

Em nosso trabalho realizamos uma simulacao onde
o comportamento real dos atomos é aproximadamente
reproduzido. Nele, os atomos vibram em torno das
posigoes da rede que caracteriza o cristal perfeito, com-
prometendo desta forma a ordem de longo alcance
do sistema. Logo, a fungao g¢(r) deverd evidenciar
esse comportamento. Para verificar esse fato, fizemos
uma simulacdo com os mesmos parametros da anterior
(T = 0,8 e p = 1), porém com 16200 particulas.
Isso garantiu que as distancias r fossem suficientemente
grandes para testar a hipétese considerada. Na Fig. [
podemos ver o resultado. Observamos os maximos cor-
respondentes aos vizinhos no empacotamento hexago-
nal, porém o valor absoluto deles vai diminuindo com
o aumento da distdncia r, até que g(r) — 1 para
distancias muito grandes.
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Figura 10 - Gréfico g(r) vs. ;3 T =0,8; p = 1 (fase sélida); N = 16200.

6. Conclusao

O estudo da funcao radial de distribuicao de pares é
uma 6tima oportunidade de se ter um primeiro con-
tato com simulagoes de dindmica molecular. Com o
intuito de calcular g(r), passamos por vérios aspectos
importantes desse tipo de simulagao: o potencial de in-
teragao entre as particulas, as unidades utilizadas, o al-
goritmo integrador, as condigoes periddicas de contorno
e a convenc¢ao da minima imagem, condigoes iniciais do
sistema e propriedades termodinamicas.

Analisando apenas a funcdo ¢(r), vemos que ela é
uma Otima ferramenta para melhorarmos a nossa com-
preensao dos estados da matéria. Mudancgas na estru-
tura da fungado correspondem a mudanca no ordena-
mento das particulas e, consequentemente, das fases
do sistema. Os resultados que obtivemos através das
simulagoes de dindmica molecular mostram boa con-
cordancia com a literatura.
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