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O processo de medida na mecénica quantica é um tema de muita discussdo que gerou debates profundos ao
longo da histéria. E um tema central no ramo de informacao quantica. Neste trabalho, nosso principal objetivo é
discutir a realizagdo experimental de medidas de operador positivo (POVM) no grau de liberdade de polarizacao
da luz a partir de um circuito apresentado por Ahnert e Payne [I] com o uso de um feixe laser intenso. Assim, o que
propomos é simular os resultados de medidas POVM em polarizagdo no regime classico. Apresentamos detalhes
que permitem a abordagem experimental dos circuitos 6pticos com um feixe laser intenso usando elementos
encontrados em um bom laboratério de 6ptica. Fazemos uma breve revisdo sobre medidas quanticas, introduzindo
medidas projetivas e POVM. Aplicamos o conceito de medidas POVM em um exemplo diddtico simples explorando
o aparato de Stern-Gerlach, indicando um bom ponto de partida para introduzir a discussdo de POVM em cursos
bésicos de Mecanica Quéntica.

Palavras-chave: Mecanica Quantica, Medidas Quéanticas, Medidas POVM, Polarizagao.

The measurement process in quantum mechanics is an extensively discussed subject that has produced deep
debates throughout history. It’s a key subject in quantum information theory. In this work, our main goal is
to discuss the experimental realization of positive operator-valued measure (POVM) measurements in the light’s
polarization degree of freedom based on a circuit presented by Ahnert e Payne [I] using an intense light beam. By
doing so, we propose a simulation of the results of POVM measurements in polarization in the classical regime. We
present details that allow the experimental approach of optical circuits with an intense laser beam using elements
found in a good optics laboratory. Also, we make a quick review of quantum measurements, where we introduce
projective and POVM measurements. We apply the POVM measurements concept in a simple didactic example
that explores the Stern-Gerlach apparatus, indicating a good starting point for introducing the discussion on
POVM measurements in Quantum Mechanics’ basic courses.

Keywords: Quantum Mechanics, Quantum Measurements, POVM measurements, Polarization.

1. Introducgao

Ao contrario do que muitos estudantes de Fisica possam
pensar, medidas projetivas ortogonais nao sdo a tnica
forma de se realizar medidas em mecénica quantica [2].
De fato, apenas através do processo de medida é pos-
sivel extrair informacbes de sistemas quénticos, mas
tal processo pode ser diferente dependendo de quais
informacoes se deseja obter.

Além disso, estudos mostram que é possivel introduzir
o assunto Medidas Quénticas sem postular a regra de
Born ou fazer referéncia a operadores auto-adjuntos
[3, [4]. A regra de Born para medidas projetivas surge na-
turalmente de um formalismo mais geral, que usa o con-
ceito de POVM. Isso sugere uma abordagem diferente
para cursos introdutorios de mecéanica quantica, desta-
cando limitacoes das medidas projetivas, como o fato de
elas ndo levarem em conta erros experimentais [4].
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O uso de experimentos com feixes intensos abriu
um campo de investigacdo muito grande. A analogia
Classico-Quéantica, onde a coeréncia Optica faz o papel
da coeréncia quintica para efeitos de interferéncia [5] [6],
tem sido explorada para apresentacdo de propostas
experimentais didaticas de temas de ponta como a
criptografia quantica [7] e algoritmos quinticos [8] a
nivel de graduagao. De fato, o uso desta analogia pode
habilitar abordagens experimentais em varios temas da
teoria quantica. Nesse trabalho, apresentamos mais uma.

O foco deste trabalho é discutir a realizacdo experi-
mental de medidas POVM a partir de um circuito apre-
sentado na Ref.[I] que realiza medidas POVM num qubit
de polarizacao. Mais especificamente, a tarefa do circuito
é separar a polarizagdo em 3 eixos que fazem angulos
de 120° entre si. Naturalmente, as medidas projetivas
ortogonais nao funcionariam nesse caso. Nosso objetivo
¢é identificar elementos épticos que podem ser usados
para implementar tal circuito no laboratério. Além disso,
apresentamos uma revisao sobre medidas quéanticas em
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geral, destacando algumas diferencas fundamentais entre
as medidas projetivas e POVM.

Por fim, este artigo esta organizado da seguinte forma:
a Se¢do[2]¢é dedicada a apresentacdo de conceitos basicos
para o desenvolvimento da pesquisa, como o conceito
de medidas quénticas e qubits; em seguida, na Secao
apresentamos um exemplo didatico simples do uso de
medidas POVM, que pode servir como base para in-
troduzir esse assunto em cursos basicos de Mecanica
Quantica; na Segdo ] é explicado, de maneira simples e
resumida, o processo de codificagdo de qubits em graus
de liberdade da luz; na sequéncia, na Segao[5] discutimos
um circuito que realiza medidas POVM em polarizacao,
identificamos elementos Opticos tteis para a sua reali-
zacao experimental e explicamos como os resultados da
Optica classica e quantico se relacionam; finalmente, as
consideragoes finais do trabalho sdo apresentadas.

2. Fundamentos Tedricos

Nesta secao, apresentamos uma breve revisao do assunto
medidas quanticas baseada nas Referéncias [2] [9].

2.1. Medidas quanticas

Na mecanica quantica o estado de um sistema fisico é
completamente representado por uma tnica fungao, cha-
mada funcdo de onda, cuja evolugao temporal é descrita
de forma determinista pela equacao de Schrédinger.

Diferente do caso classico, antes de ser medido, um
sistema quantico pode ser encontrado numa superpo-
sicdo de estados. Durante a medicao, ele sofre uma
transi¢ao de uma superposicao quantica para um estado
nao-superposto, que se d4 de maneira indeterminista e,
consequentemente, ndo pode ser descrita pela equacao
de Schrodinger. Essa transicdo ficou conhecida como
colapso do pacote de onda ou reducao de estado e
é descrita pelo postulado da proje¢do de Von Neumann,
que serd definido na préxima subsecdo. A questdo de
como esse colapso ocorre é chamada de problema geral
da medicao.

Assim, existe uma oposicdo entre o determinismo da
equagao de Schrodinger e o indeterminismo do processo
de medida quéantico, que é o centro de um debate
profundo sobre a natureza microscépica desde o inicio
da teoria quantica moderna [9].

A seguir, apresentaremos uma definicdo de medida
quéntica conforme a Ref. [2]. O tipo mais geral de me-
dig¢do, chamado de medigao generalizada, é descrito
por um conjunto {M,,} de operadores de medigao M,,,
onde o indice m estd associado a um dos resultados
experimentais possiveis. Para um sistema quantico no
estado [¢) antes da medida, a probabilidade de o
resultado m ser medido é

p(m) = (| M, Mo, [v) (1)
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e o estado do sistema imediatamente apds a medida serd

M,

¥') = )

[¥) - (2)

Os operadores de medi¢ao M,, atuam no espaco de
Hilbert do sistema |1)) a ser medido e sdo definidos de
maneira que

> MM, =1, (3)

pois a soma das probabilidades p(m) deve ser 1. Perceba
que em nenhum momento foi dito que os operadores M,
devem ser observaveis ou hermitianos. De forma geral, a
Unica afirmagdo que realmente pode ser feita sobre eles
é que sao operadores lineares. Porém, os postulados
da Mecéanica Quantica nos dizem que grandezas fisicas
sdo descritas por observdveis [10]. Na medida de uma
grandeza fisica, os operadores de medigao serdo, neces-
sariamente, observaveis.

2.2. Medidas projetivas

A seguir, apresentamos o conceito de medidas projetivas
com base na Ref. [2]. Uma medida projetiva de um
estado [1) é descrita por um observavel O, definido no
espaco de estado € do sistema a ser medido. Pelo teorema
da decomposicao espectral, podemos decompor O em
termos de projetores:

onde P, é o operador de projecdo no autosubespago de
O com autovalor m. Os tnicos valores possivel de serem
medidos sdo os autovalores m do observavel fisico O.
Ao realizar uma medida de um sistema no estado |¢) a
probabilidade de se obter o resultado m é

p(m) = (] P |) . (5)

Se o resultado da medida for m, entdo o estado do
sistema imediatamente apds a medida sera

P
/ = 7”"1 . 6
) = =) 0

Essas defini¢bes compdem o chamado postulado da
projecao [I0] e os projetores P, satisfazem as seguintes
condigoes:

Sdo operadores hermitianos: P, = P ;
Séo operadores positivos: (| Py, [¢) > 0,V |¢);
Formam um conjunto completo: ) P, = I;
Sao ortogonais entre si: Py, Py, = 0yn P

As medidas projetivas sdo muito uteis e apresen-
tam algumas propriedades interessantes. Por exemplo,
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elas fornecem uma maneira simples de calcular valor
esperado de um observavel,

(0) = m p(m)

= m (| Po [¥))

= (y| <;mpm> )

= @0[¢), (7)

e o desvio padrao de uma medida,
((0=(0))?)
= /(0% —(0)".

AO =
(8)

Nota-se que as medidas projetivas sdo, na verdade,
um caso particular de medidas generalizadas, conside-
rando operadores de medi¢do M, = P,,. Apesar de ser
o tipo mais conhecido de medida, pois geralmente é o
tnico apresentado em cursos introdutérios de mecénica
quéantica [2], as medidas projetivas nao refletem os re-
sultados experimentais, pois nao levam em consideracao
possiveis erros decorrentes de ruidos ou da qualidade do
aparelho de medida [I1]. Por isso, as medidas projetivas
também sao chamadas de medigoes ideais.

2.3. Medidas POVM

Geralmente, uma medigao nos fornece duas informacoes:
a probabilidade de medirmos um certo valor e o estado
do sistema imediatamente apds a medida. Em certos
casos, nosso principal interesse é conhecer apenas as pro-
babilidades dos resultados, pois o estado do sistema apds
a medida ndo é importante. Em experimentos realizados
no regime quéntico envolvendo fontes luminosas, por
exemplo, os fétons sao absorvidos pelos detectores no ato
da medigéo, logo ndo existe um estado pdés-medida [12].
Nessas situagbes, podemos utilizar um recurso cha-
mado medidas de operador positivo, ou medidas
POVM (do inglés, positive operator-valued measure)
2. [11].

Um operador A é dito positivo se (| A [¢b) > 0 para
qualquer estado [¢). Imagine que desejamos realizar
uma medicao generalizada de um sistema quéntico
num estado |¢). Essa medida é representada por um
conjunto de operadores de medigdo {M,, }, onde o indice
m se refere a um possivel resultado da medida. A
probabilidade de medirmos o valor m é dada por

p(m) = (] M}, M [1)) (9)
Assim, podemos definir operadores E,, da forma

Ep = M) M,,. (10)
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O conjunto {E,,} é chamado POVM e cada operador
FE,, ¢ um elemento de POVM. Esses operadores satisfa-
zem as seguintes condi¢oes [11]:

e Sido operadores hermitianos: E,, = E} ;
e Sao operadores positivos: (| E,, |¢) > 0,V [¢);
e Formam um conjunto completo: ) E,, =I.

Dessa forma, o conjunto {E,,} é suficiente para deter-
minar as probabilidades de todos os possiveis resultados
de medigdo da grandeza fisica em questdo. Percebemos
que o tamanho do POVM {E,,} ndo é limitado pela
dimensdo do espaco de Hilbert, pois, diferente dos
projetores P,,, os operadores F,, nao precisam ser
ortogonais entre si. Considere um espaco de Hilbert H de
dimenséo n. Enquanto um conjunto {P,,} de projetores
deve ser menor ou igual a n, um POVM {E,,} pode ser
maior do que n.

Inclusive, quando os operadores de medi¢ao sao pro-
jetores, ou seja, M,, = P,,, segue que E,, = P} P,, =
P2 = P,,. Esse o tinico caso no qual os elementos de
POVM sdo iguais aos operadores de medi¢ao. Outro fato
interessante de ser notado é que qualquer conjunto de
operadores {FE,,} cujos elementos satisfacam as condi-
¢oes dadas acima é um POVM, sem que os operadores
M, precisem ser definidos. Logo, pode existir mais de
um conjunto {M,,} associado ao mesmo POVM. Isso
pode ser demonstrado através da decomposicao em
valores singulares (do inglés, singular value decompo-
sition), definida a seguir [2]: qualquer matriz quadrada A
pode ser decomposta num produto de matrizes da forma

A=VDU, (11)

sendo V e U matrizes unitdrias e D uma matriz diagonal
cujos elementos sdo chamados de wvalores singulares
de A. Podemos, entao, escrever os operadores de medigao

como M,, = V,,D,,U,, e, consequentemente, os FE,,
serao
E,, = M} M,,
= U} DI VIV, DU,
= U! D! DU, (12)

onde usamos V| V,,, = I. Perceba que os operadores E,,
nao dependem de V,,,, ou seja, mudar V,, altera M,,, mas
nao E,,. Isto posto, um POVM {E,,} pode ser originado
por mais de um conjunto {M,,}. Uma vez obtido o
POVM, podemos calcular as probabilidades através da

Eq. @[)

2.4. Qubits

Faremos agora uma breve revisao sobre o conceito de bits
quanticos (qubits), apresentando suas representagoes
matemadtica e geométrica, com base na Ref. [2].

Na Computacao Cléssica, a menor unidade de in-
formacao que pode ser armazenada e transportada é
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conhecida como bit. No ramo da Computacdo Quantica,
foi cunhado um termo similar chamado qubit, a menor
unidade de informacdo quéntica, que carrega a informa-
cao do estado de um sistema quéantico.

Ao serem medidos, tanto um bit quanto um qubit
retornam dois resultados possiveis: 0 ou 1. A principal
diferenca entre o bit e o qubit é que, antes de ser medido,
o primeiro s6 pode existir nos estados 0 ou 1, enquanto
o ultimo pode existir em estados diferentes de 0 e 1,
chamados de estados de superposicao. Através do fend-
meno da superposicao de estados é possivel realizar uma
técnica chamada paralelismo quéntico [2], um aspecto
que demonstra a superioridade da computacgao quantica
com relacao a classica.

Matematicamente, o estado de um qubit pode ser
representado por um vetor |1)) que pertence a um espago
vetorial complexo bidimensional. Um qubit é qualquer
sistema quantico de 2 niveis, ou seja, um espago com
apenas duas dimensdes é o suficiente para representa-lo
completamente. A base candnica utilizada para represen-
tar qubits é composta pelos vetores ortonormais |0) e |1),
conhecida como base computacional. Assim, o estado [))
de um qubit pode ser representado nessa base por

) = al0) +B11), (13)

onde « e § sao nimeros complexos chamados de amplitu-
des de probabilidade. Sendo assim, |a|? é a probabilidade
de o qubit ser medido no estado |0), enquanto |3|?
é a probabilidade de ele ser medido em |1). Logo, a
fim de garantir a conservacdo da probabilidade, esses
coeficientes devem satisfazer a relacio |a|? + |3]? = 1,
chamada de condigdo de normalizagdo. Matricialmente,
os vetores da base podem ser escritos como

o=|s ¢ m=|}] (14)

e o estado [¢), por conseguinte,

o=fsl-B

A condi¢do de normalizagdo nos permite reescrever a
equacdo (|13) numa forma diferente:

) = e (cosg |0) + ei“"seng |1>), (16)

onde 7, 0 e ¢ sdo nimeros reais. O fator e é uma
fase global, portanto nao afeta a distribuicdo de pro-
babilidades do estado |¢) e, consequentemente, pode ser
desprezado. Assim,

0 - 0
) = cos; |0) + ewseni [1). (17)

Aparentemente, essa forma é mais complicada do que
a anterior, mas ela sugere uma representacao geométrica
para estados de um sistema com um tnico qubit. Cada
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1)

Figura 1: Representacdo do estado de 1 qubit na esfera de
Bloch. Fonte: [13].

estado possivel pode ser representado como um ponto
na superficie de uma esfera de raio unitdario chamada
esfera de Bloch, apresentada na Figura[l] Sob essa Gtica,
0 € [0,7] e ¢ € [0,27] sdo os Angulos polar e azimutal,
respectivamente, das coordenadas esféricas. Se 8 = 0,
0 qubit se encontra no estado |0) e se §# = m, no
estado |1). Caso contrério, o sistema se encontra numa
superposicao dos estados |0) e |1).

Para um sistema com multiplos qubits, seu estado é
dado, da maneira mais geral possivel, pelo produto
tensorial dos estados de cada qubit que o compdoe. No
caso mais simples, para um sistema com 2 qubits nos
estados

Y1) = 1 [0) + B1 1),

[2) = a2 |0) + B2 [1), (18)
o estado do sistema composto é
) = Y1) @ [t2)

= (a1]0) + A1 (1)) ® (a2 |0) + B2]1))
=0102(0) ®|0) + @182 10) ® |1)
+ fraz |1) @ |0) + B282]1) ® |1)
= o |00) + g1 |01) + a1 |10) + a1 [11)  (19)

onde os produtos dos coeficientes foram renomeados para
a5, com 4,5 € {0,1}, e devem satisfazer a condicdo de
normalizagdo }_,; |avi;|? = 1. Nota-se que agora existem
4 estados para compor a superposicao, pois o produto
tensorial nos leva a um espaco de dimensao 2", onde
n é o nimero de qubits. Com isso, as possibilidades de
estados de superposi¢ao sao ainda maiores e aumentam
exponencialmente com o nimero de qubits do sistema.
Esperamos que a capacidade de armazenamento de
informacao aumente na mesma proporc¢ao. Porém, aces-
sar essa informacao ainda é um problema fundamental
na computacdo quintica e informagdo quantica [2].
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Infelizmente, ainda ndo existe uma generalizagdo da
esfera de Bloch para sistemas de multiplos qubits em 3
dimensoes. Porém, esses sistemas poderiam ser represen-
tados por variedades em dimensoes maiores do que 3.

Adicionalmente, existem alguns estados de sistemas
quanticos que nao podem ser escritos como produto
tensorial dos estados de seus subsistemas. Esses séo
conhecidos como estados emaranhados. Um sistema de
2 qubits, por exemplo, pode existir no estado

_ |00) + |11)
G

que é um estado emaranhado chamado estado de Bell
ou EPR.

%) ; (20)

3. Introducao de Medidas POVM no
Curso de Mecanica Quantica da
Graduacao

A introducdo de medidas POVM em cursos bdasicos
de Mecéanica Quéantica pode trazer novos cendrios de
discussao dessa importante teoria fisica.

Medidas quénticas sdo discutidas, em geral, através
do aparato de Stern-Gerlach (S-G), que foi usado para
demonstrar a quantizacdo da orientacdo espacial do
momento angular [10]. Apés a abordagem cléssica do
aparato, pode-se introduzir o tema POVM e fazer uma
aplicacao destes conceitos. Essa aplicagdo é simples e
direta e permitird ao(a) estudante perceber a base do
método antes da aplicacdo em situagoes em que o uso de
POVM é relevante e mais complexo, no caso o POVM
de trés elementos apresentado. Trata-se, portanto, de um
exemplo didéatico.

No experimento S-G, mostrado na Figura [2] é estu-
dado o comportamento de um feixe de atomos para-
magnéticos (originalmente, dtomos de prata) ao passar
por um eletroima. Inicialmente, um forno F' aquece os
atomos até altas temperaturas. Ao sair do forno, eles
passam por um colimador C, que filtra os atomos que
viajam numa direcdo especifica. Esses atomos, entao,
passam pelo eletroima I, que produz um campo mag-
nético ndo-homogéneo na dire¢do z. Por fim, esse campo
magnético divide o feixe de dtomos de acordo com a
direcdo do spin. Os atomos atingem uma placa P em

’ m
N2

Figura 2: Representacdo do experimento de Stern-Gerlach.
Adaptado de [10].
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Figura 3: Representacio de um sistema composto por 2
aparatos de Stern-Gerlach. E mostrada a evolucio do estado
quéntico |¢) do spin de um dtomo que passa por esse sistema.
Adaptado de [10].

torno do ponto N; (se tiverem o spin para cima) ou do
ponto N (se tiverem o spin para baixo).

Vejamos como podemos aplicar as medidas POVM a
essa situacdo. A ideia central das medidas POVM é nos
preocuparmos apenas com as probabilidades dos resul-
tados. Porém, quando se fala em prever os resultados
de uma medida quéntica, precisamos conhecer o estado
do sistema imediatamente antes da medida [I0]. Para
isso, podemos usar 2 aparatos de Stern-Gerlach: um
para preparar o sistema (nesse caso, o spin do &tomo)
no estado “spin para cima”, por exemplo, e o outro
para realizar a medida (Figura [3). A diferenca ¢ que os
atomos, antes de passarem pelo primeiro S-G, possuem
spins completamente aleatorios, enquanto aqueles que
passam pelo segundo S-G estao todos no mesmo estado.

O spin de um atomo pode ser considerado um sistema,
de 2 niveis e, portanto, um qubit. Considere a e 3 as
amplitudes de probabilidade de o atomo ser medido
com o spin para cima e para baixo, respetivamente.
Denotaremos o spin para cima como o estado |1) e o
spin para baixo como |J).

Imagine que queremos prever os resultados de uma
medicdo do spin numa direcado qualquer, dada por um
vetor unitario u (Figura . Se o sistema for preparado
no estado “spin para cima na direcao z”, denotado por
[1),, entao o estado do sistema antes da medida pode
ser escrito como

) =M. =alt)y+BN),- (21)

O POVM implementado por um circuito formado por
2 aparatos de Stern-Gerlach é dado por

A

Facilmente verifica-se que esse POVM satisfaz as
condicoes dadas na Subsecdo A probabilidade de
um atomo passar pelo eletroima e a medida resultar em
spin para cima, por exemplo, é

Wi =l a1y o [5] =t

analogamente, (Y| E| [)) = |3|%. Considerando que o
primeiro S-G prepara o estado de spin [1)_, se o spin

z)

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 45, €20220285, 2023



€20220285-6

for medido, no segundo S-G, na direcdo x ou y, as
probabilidades serdo |a,|? = |ay|? = 1/2 e |B:)* =
1B, = 1/2. J4 se a medi¢do for feita na diregdo
2z, naturalmente as probabilidades serdo |a.|> = 1 e
|BZ|2 =0.

Note que os projetores E} e E| formam um POVM
de dois elementos. Nesse exemplo didatico, parece re-
dundante o uso de POVM, porém, para sistemas mais
complexos, a aplicagao desse formalismo ¢é justificada.

Na Secéo [B} veremos um sistema mais complexo que
realiza medidas POVM, dessa vez no grau de liberdade
de polarizagao da luz.

4. Codificagao de Qubits em Graus de
Liberdade da Luz

Até entdo, tratamos o qubit apenas como um objeto
matematico e abstrato. Uma étima oportunidade para
introduzi-lo como um sistema fisico é codificando-o em
graus de liberdade da luz, pois as propriedades luminosas
sdo muito exploradas, por exemplo, no ramo da crip-
tografia quintica [II]. Essa realizagdo é perfeitamente
possivel uma vez que a manipulacdo desses graus de
liberdade através de elementos épticos é andloga a
aplicacao de transformacoes unitarias em qubits.

A seguir, vamos apresentar dois graus de liberdade da
luz, sendo eles polarizacao e caminho, além de explicar
como codificar qubits nesses graus de liberdade.

4.1. Polarizacao

Quando o campo elétrico oscila numa direcao especifica,
dizemos que a luz estd polarizada [I4]. A forma como ele
oscila determina o tipo de polarizagdo. Se o campo nao
apresenta uma diregao preferencial de oscilacao, trata-se
de luz nao-polarizada, ou luz natural. Mais geralmente,
o estado de um qubit pode ser expresso como

0 - 0
|y = cos3 |0) + e“"seng 1), (23)

com 0 € [0, 7], ¢ € [0,27]. A codificacdo de um qubit em
estados de polarizacdo de um féton é feita associando-se
os estados da base computacional com as polarizacoes

horizontal (§ = 0) e vertical (6 = =) da seguinte
forma [I5]:

|H) = [0)

V) =11 (24)

Assim, qualquer estado de polarizagdao pode ser des-
crito pela relacao

0 ; 0
[¥por) = cos3 |H) + ewseni V). (25)
O principal tipo de polarizacdo é a polarizagao
linear, que pode ser obtida considerando uma diferenga

de fase de ¢y = nw, comn =0,+1,+£2,...:

[Vpot) = cosg |H) £ send V), (26)
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sendo o sinal + para n par e — para n impar. Parti-
cularmente, se as amplitudes cos(6/2) e sen(6/2) forem
iguais, ou seja, tan(f/2) = 1, obtemos os estados

1
V2

que podem ser usados para definir a base ortogo-
nal +45°:

[Ypot) = —=(1H) £ [V)), (27)

+) = (=) + V)

2

- %

-y =—=(H)—1|V)). 28

=) \/§(| )= 1V)) (28)

O estado |+) estd associado & polarizagdo +45° e o
estado |—), a polarizacdo —45°.

4.2. Direcao de propagacao

Outro grau de liberdade da luz a ser notado, e talvez
o mais facil de visualizar, é o grau de liberdade de
caminho, ou diregao de propagacao da luz.

No caso da polarizagdo, a 1° coisa a ser feita foi
encontrar estados a partir dos quais poderiamos, através
de combinagGes lineares, obter todos os outros estados
possiveis. Para isso, trabalhamos com a ideia de hori-
zontal e vertical [16].

No caso da codificacdo na direcdo de propagacao,
nao sera diferente. Nao é dificil imaginar que podemos
associar os estados da base computacional as diregoes
horizontal e vertical, representados aqui pelas letras a e
b, respectivamente:

horizontal — |a) = |0)
vertical — |b) = |1) (29)

Visto que se trata de um sistema de 2 niveis, o estado
associado a dire¢do de propagacao pode ser escrito de
maneira mais geral, pela equagao (23)), como

0 , 0
|Vpatn) = cosg la) + ewsena |b) . (30)

Porém, em aplicagbes praticas, como em circuitos
oOpticos, nao é comum utilizarmos somente o grau de
liberdade de caminho. Geralmente, ele aparece acom-
panhado, por exemplo, da polariza¢io e/ou dos modos
transversos. No préximo capitulo, lidaremos com estados
do tipo |[¢) = «a|H) ® |a) + B]V) @ |b). Lembrando
que, quando queremos levar em conta mais de 1 grau
de liberdade na andlise de sistemas quénticos, acrescen-
tamos matematicamente esses graus aplicando o produto
tensorial [10].

5. Medidas POVM em Polarizacgao

Na sequéncia, apresentamos um circuito éptico que
implementa medidas POVM em polarizagao, seguindo
a Ref. [I].
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Figura 4: Médulo 6ptico que implementa medidas POVM em
polarizacdo para um POVM de 2 elementos. Adaptado de [1].

Recapitulando a Subsegdo [2:3] um conjunto de ope-
radores positivos e hermitianos {E,,} cujos elementos
satisfazem ) E,, = I é chamado de POVM. Adi-
cionalmente, podem existir vérios conjuntos {M,,} de
operadores M,, tais que E,, = M M,,. Se um sistema
se encontra inicialmente no estado p, a probabilidade de
medirmos o valor m de uma certa grandeza é

p(m) = tr(pEp) (31)
e o estado do sistema apds a medida é

r_ MmpML
tr(pEy)

Com isso, estamos prontos para comecar a descri¢ao
do arranjo experimental da Figura [d] Esse sistema ¢
composto por diferentes componentes 6pticos de pola-
rizagdo. Sao necessarios 5 divisores de feixe polarizado,
7 rotadores de polarizagido (que produzem rotagdes de
0, ¢, £7/2 e 7), 2 deslocadores de fase (e’ e e'¢) e
3 operagoes unitarias (U, Vi e Vi), que servirdo para
implementar os operadores M,,.

Digamos que o circuito 6ptico da Figura[]seja um moé-
dulo. A fim de implementar um POVM de n elementos,
serdao necessarios (n—1) médulos. Dessa forma, o circuito
da Figura [] implemente um POVM de 2 elementos. A
partir desse médulo, é possivel implementar qualquer
POVM para medidas de um tdnico qubit de polariza-
¢éo [I]. Essas medidas podem ser projetivas ortogonais,
projetivas nao-ortogonais ou nao-projetivas.

(32)

5.1. POVM com 2 elementos

Consideremos o caso mais simples: a implementagao de
um POVM com 2 elementos. Primeiramente, o feixe é
divido pelo primeiro divisor de feixe polarizado (do
inglés, polarized beam aplitter (PBS)). As componente
horizontal, no caminho |s1), e vertical, no caminho |s3),
sdo rodadas de angulos arbitrarios 6 e ¢, respectiva-
mente. Em seguida, cada feixe é dividido por um outro
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PBS, criando um total de quatro feixes, nos caminhos
[t1,2,3.4). Por fim, os caminhos |t3) e [t3) sdo unificados
no caminho |p;) pelo PBS P;, enquanto os caminhos |¢1)
e |t4) sdo unificados em |py) por Ps.

Na sequéncia, vamos descrever a evolucao do estado
de um qubit, inicialmente num estado de polarizagao
arbitrario, nesse sistema. Para simplificar, considere U =
V1:V2:IeC:§:O.

Partindo do estado de polarizacao

o) = a|H) +0|V), (33)

com |al? + |b]> = 1, um feixe atinge o primeiro PBS e
passa para o estado

Y1) = alH)[s1) +b[V) [s2) . (34)

As componentes nos caminhos |s1) e |s2) sofrem
rotacoes de 6 e ¢, respectivamente:

|th2) = a(cost |H) + senf |V)) |s1)
+ b(cosg |V) —sene |HY) |s2) . (35)

Em seguida, a polarizagdo no caminho |s;) é rodada
de m/2:

|tb3) = a(cosd |V) —senf |H)) |s1)
+ b(cosg |V) —send |H)) |s2) . (36)

Agora, ambos os feixes sdo divididos por outros dois
PBSs:

[1h4) = a(cosf |V') |ta) — send |H) |t1))
+ b(cosg |V) |t3) — seng |[H) |tq)). (37)

Feito isso, as polarizagbes em |t1), |ta) e [t4) s@o
rodadas de 7, —7w/2 e (3/2)m, respectivamente:

[¥5) = a(cost |H) [t2) + send [H) [t1))
+ b(cos@ |V) [ts) + seng |V) [t4)). (38)

Finalmente, os estados nos caminhos [t2) e |t3) sdo
combinados por P; e os estados |t1) e |t4) sdo combinados
por Ps:

|v6) = (a cosf |H) +b cos¢ [V)) |p1)
+ (a senf |H) + b seng |V)) |p2).  (39)
Assim, se partissemos do estado

[v) = [vo) [p1) + o) [p2) (40)

a passagem pelo médulo da Figura [ equivaleria as
transformacoes

cos 0 0 .
D, = [ 0 cos fb} no caminho |[p;),
sen 0 0 .
Dy = [ 0 sen ¢] no caminho [pa), (41)
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sendo valida a relacao
DI+ D3 =1 (42)

Para o caso em que (, € # 0 nos deslocadores de fase,

e*Scos 0 0
Dy = [ 0 Ccos ¢]
e“sen 6 0
Dz = { 0 sen gb]' (43)

Utilizando as transformagoes unitarias U e V;, junta-
mente com as matrizes diagonais D;, podemos construir
os operadores de medicao M; utilizando a técnica de
decomposicdo em valores singulares, apresentada
na Subsecao [2.3

M, = V;D,U;. (44)

Por conseguinte, os elementos de POVM FE; podem
ser escritos como

E; = M M; = Ul D?U;, (45)

sendo D? = D: ViTV;Di = D}L D;. Portanto, um tnico
modulo é capaz de implementar um POVM com 2
elementos, Fq e Fs, além de implementar os operadores
de medicao M; e Ms:

E, =U{D}U, =U'D?U M, =V,D,U
By =UJD3U, = U'D3U M, = VoDyU (46)

com U; = Us; = U. Perceba que podem existir varios
conjuntos diferentes de operadores {M;} associados ao
mesmo POVM, pois os elementos F; nao dependem
de V;.

5.2. POVM com 3 elementos

Se quisermos implementar um POVM com 3 elementos,
a Figura 5] mostra que basta adicionar outro médulo na
segunda saida do primeiro médulo.

A particularidade de cada médulo esté nos deslocado-
res de fase (¢ e & no médulo I e (77 e &7 no médulo
IT) e nos rotadores de polarizacao de dngulos arbitrdrios
(01 e ¢y no médulo I e 075 e ¢p;; no médulo II). A fim
de obter as expressoes para os operadores F;, vamos
primeiro construir os operadores M;.

O modulo I implementa os operadores Uy e V7, além
das transformagbes D e Ds, que satisfazem DIDl +
D;Dg = I. J4 o médulo IT implementa os operadores Us,
V5 e V3, com as transformagdes denotadas por D} e Dj,
sendo D} D} + DY D) = I. Seguindo cuidadosamente o
sistema da Figura[5]e aplicando os operadores na ordem
correta, identificamos os operadores M; como

M, =ViD,Uy
M, = VoD Us Dyl
M = V3DyUs Dyl . (47)
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Figura 5: Sistema éptico que implementa medidas POVM em
polarizag3o para um POVM de 3 elementos. Adaptado de [1].

Nesse caso, note que o operador U, DoUy = U se repete
em Ms e M3. Assim, os elementos de POVM séao

E, = MM, = U DUy
Ey = MM, = U' DU = U] DIUS DU, D, U,
Es = MiMs = Ut DPU = Ul DIUI DRUS D, U, (48)

E interessante notar que poderfamos encontrar E;
e FE5 e depois encontrar Fs fazendo, simplesmente,
E; = I — E; — E5. Deixo a cargo do leitor conferir a
generalizagdo para a implementa¢do de um POVM com
n elementos na Ref. [I].

5.3. Proposta de simulagcdao de medidas POVM
em polarizagcado com feixe laser intenso

Vamos discutir um exemplo apresentado na Ref. [I] que
ilustra um pouco do que é possivel fazer usando medidas
POVM. O que propomos fazer, com base na analogia
classico-quantica [6], é a realizagdo dos experimentos
da Secdo Anterior usando um feixe laser intenso. As
probabilidades sdo relacionadas com as intensidades
normalizadas em cada saida do circuito 6ptico. Entao,
passaremos a apresentar esse circuito considerando a
incidéncia de um feixe intenso detalhando os ajustes das
placas de onda necessarios para obtencao do resultado
da medida.

Através de um POVM de 3 elementos (Figura [
podemos realizar medidas projetivas nao-ortogonais em
3 eixos que fazem angulos de 120° entre si. Quais dispo-
sitivos 6pticos podem ser usados para implementar esse
sistema no laboratério? Podemos lancar mao de placas
de meia onda (do inglés, half wave plate (HWP)) para
realizar as rotagoes na polariza¢do. No caso de circuitos
Opticos, uma transformagao unitaria arbitraria pode ser
implementada ao combinar uma HWP com duas placas
de quarto de onda (do inglés, quarter wave plate
(QWP)) da seguinte forma [I7]: QWP - HWP - QWP.

Vejamos agora como essas placas de onda devem ser
inseridas no circuito. Primeiramente, as transformagoes
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unitarias U; e Uy devem realizar rotagoes de 0° e 45° na
polarizacao, respectivamente. Para a transformagao Uy,
podemos simplesmente inserir no circuito uma HWP ro-
dada de 0° com relacao a horizontal. J4 a transformacao
U, é implementada usando-se uma outra HWP, dessa
vez num angulo de 22,5°. Lembrando que a HWP e a
QWP podem ser representadas pelas matrizes

sen(260
—co£(2(7)7)] (49)

cos(20)

HWP(0) = Len(%)

cos?60 + i sen?6
QWP(0) = {(1 — 1)cosfsend

sendo 6 o angulo entre o eixo rapido e a horizontal. Dessa
forma, os operadores U; serdo

(1 — i)cosfsend
i cos26 + sen?d|’ (50)

U, = HWP(0°) = [é _01] (51)

i e

Para os operadores Dy, Dy e DY, os angulos de rotacao
1) 1

U, = HWP(22,5°) =

na polarizagdo devem ser #; = arccos (\/2/3), Orr =0,
o1 =m/2, 11 = w/2 e ndo haverd deslocamentos de fase,

isto é, (1 = (11 = &1 = &1 = 0. Logo, esses operadores
podem ser implementados usando-se apenas HWPs. As

equagoes fornecem

Bl Yo [ g3
(53)

Conhecer esses operadores ja é o suficiente para
encontrar os E;, pois D2 pode ser calculado através da
equacao . Usando as equagoes , calculamos os
elementos de POVM

21 0

El_i_o 0} (54)
171 —V3

E276__\/§ 5 (55)
171 3

P=5|v3 é} (56)

Por fim, os operadores unitarios Vi, V5 e V3 a serem
implementados para que tenhamos 3 polarizagoes sepa-
radas por angulos de 120° nas saidas do circuito sdo

1 1 3 171
et vz s ] il

Visando implementar essas transformacoes unitérias,
conforme dito anteriormente, basta utilizar a seguinte
combinacao de placas de onda: QWP-HWP-QWP, cujos
angulos precisam ser identificados para cada operador.
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Especialmente na saida 1, ndo é necessario realizar
nenhuma operagao, visto que V7 é o operador identidade
1. Ja nas saidas 2 e 3, as transformagoes V5 e V3 podem
ser implementadas como segue

Vs = QWP(30°) - HWP(60°) - QWP(90°) (58)

_1 { B+d/4 (1 —i)\/g/ﬂ
T2 |(1—-iV3/4  (3i+1)/4

L -

WP(—30°) - HWP(—60°) - QWP(90°)  (59)

[ (3+14)/4 u—n¢wﬂ
(i —1)V3/4  (3i+1)/4

[ 1 9
artfis 7]

No caso de experimentos no regime quantico, combi-
namos todas essas placas de onda, juntamente com os di-
visores de feixe polarizado e os espelhos, com uma fonte
de fétons tnicos, no inicio do circuito, e fotodetectores,
nas saidas do circuito. Dessa forma, realizamos medidas
quanticas genuinas.

A fim de simular esse experimento no regime classico,
pode-se inserir na entrada do circuito uma fonte lumi-
nosa que emita um feixe laser. Ao passar pelo circuito, os
feixes de saida podem incidir sobre anteparos e, assim,
medimos suas intensidades usando cdmeras CCD. Sejam
Iy, I, I3 as intensidade em cada saidae I = I1 + 1>+ 13 a
intensidade total do feixe. A probabilidade de medirmos
um estado |i) na saida i é dada pela intensidade relativa:

‘/2:

Vs =

N = O N =

I;

A simulagdo com feixes intensos nos da a mesma
probabilidade quantica através das intensidades classicas
normalizadas [5], [6]. Assim, as unicas diferencas entre os
experimentos classicos e quanticos sao a fonte luminosa
e os detectores. Isso pode ser explorado para abordagens
experimentais em cursos de Mecénica Quantica.

6. Consideracoes Finais

Um dos principais objetivos deste artigo foi discutir
a realizacdo experimental de medidas POVM em po-
larizacdo usando um feixe laser intenso. Os circuitos
Opticos apresentados na Secao [5| podem ser utilizados
para realizar medidas tanto no regime classico quanto
no quantico, sendo a tunica diferenca entre os dois casos
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a fonte luminosa e o sistema de detecgdo. No caso
classico, trabalhamos com feixes intensos e dispositivos
que medem suas intensidades, como a cdmera CCD.
J4 no caso quéntico, precisamos de fontes de fétons
Gnicos e aparelhos apropriados para detecta-los. Visto
que trabalhar no regime classico é mais facil, pela
dificuldade de se produzir fétons tinicos, e que podemos
associar as intensidades dos feixes com as probabilidades
dos estados quéanticos, é perfeitamente possivel simular
medidas quanticas com experimentos de 6ptica linear.

Além disso, outra meta deste trabalho era realizar
uma revisdo sobre medidas quénticas em geral, co-
mentando algumas diferencas fundamentais entre as
medidas projetivas e POVM. As medidas projetivas,
apesar de mais simples de se trabalhar e de ser o tipo
de medida mais conhecido, sao medicoes ideais, portanto
nao refletem os resultados experimentais geralmente. J&
as medidas POVM sd@o muito mais abrangentes e visam
apenas obter as probabilidades dos resultados. Podemos
definir POVMs para efetuar varios tipos de medidas,
como medidas projetivas ortogonais, nao-ortogonais e
até nao-projetivas, que podem ser implementadas pelos
sistemas vistos na Sec¢ao [bl Inclusive, um mesmo POVM
pode aparecer em diferentes problemas fisicos, pois é
possivel alterar os operadores de medigao sem mudar
o POVM.

A fim de dar continuidade a essa pesquisa, poderiamos
buscar uma maneira de implementar medidas POVM em
modos transversos, uma vez que abordamos aqui apenas
medidas POVM em polariza¢do. A partir da revisdao so-
bre medidas quéanticas apresentada neste trabalho, pode-
se estudar outros tipos de medida, como as medidas
quénticas de ndo-demoli¢do (do inglés, quantum non-
demolition measurements).
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