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Discutimos um método bastante simples de se introduzir o estudo do oscilador z* amortecido, tanto tedrica
como experimentalmente, em cursos elementares de Fisica. Dados experimentais do deslocamento de um os-
cilador 2 em funcéo do tempo, obtidos em medidas de ultrasom, sdo bem reproduzidos quando forcas dissipativas

séo levadas em conta através de um unico parametro.
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A simple method for introducing a damped x> oscillator in basic courses is discussed. The oscillator position
as a function of time obtained from ultrason measurement are well reproduced in the case when the damping
effects are taken into account through a single free parameter.

Keywords: X? oscillator, dampping, Physics education.

1. Introdugao

O estudo de movimentos anarmonicos é de grande in-
teresse para Fisica. Em fisica da matéria condensada,
o movimento vibracional de cada 4tomo em um cristal,
em torno de um ponto de equilibrio estavel, pode ser
descrito em termos de um movimento dentro do campo
gerado por um potencial do tipo U = cx? — ax® — Bz
(ndo-harménico) [1]. J4 em fisica nuclear, o modo de
respiracao do movimento coletivo nuclear se mostra
fortemente anarmoénico, principalmente para ntcleos
leves [2]. Além disto, osciladores anarménicos sao exce-
lentes laboratdrios para o estudo de caos deterministico
[3].

Apesar de toda esta aplicabilidade, movimentos
anarmonicos dificilmente acham-se discutidos em livros
textos usuais de Fisica, quer sejam eles de nivel bésico
[4], quer sejam de nivel intermedidrio [5] ou mesmo mais
avancados [6,7].

De fato, das referéncias citadas, apenas Landau e
Lifchitz [7] dedicaram um capitulo para o estudo de os-
cilagoes anarmonicas. O livro deles, contudo, aborda o
problema no contexto da formulagao de Lagrange, for-
malismo este que nao é apresentado em cursos de fisica
bésica [4]. Talves esta seja a principal motivagao para
diversos trabalhos que teem sido publicados sobre os-
cilagbes nao-lineares [8-11].

Com efeito, esta falta de material didatico a um
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nivel mais elementar, sobre o problema das oscilagoes
nao-lineares, foi a principal motivagao para este tra-
balho. Para ser mais especifico, nosso objetivo neste
trabalho é duplo. Primeiro, apresentar uma maneira
bastante simples de se introduzir o oscilador 22 amorte-
cido em cursos elementares de fisica e segundo, repro-
duzir consistentemente os dados experimentais repor-
tados por Cromer [8]. De fato, como veremos a seguir,
Cromer construiu um dispositivo que permite ilustrar
de uma maneira simples e bonita o oscilador 23. Con-
tudo, ao comparar seu modelo com os dados experi-
mentais obtidos com medidas de ultrasom, um grande
desvio entre teoria e experimento pode ser observado.
Nao obstante o valor ilustrativo do aparato de Cromer,
é inegéavel que, do ponto de vista didatico, é extrema-
mente frustante para o aluno realizar o experimento
e encontrar um desvio muito grande entre o modelo
teorico e a medida experimental. Neste caso, é natural
que desconfiangas em relagdo & teoria e/ou ao experi-
mento surjam no aluno. E verdade que poderiamos ex-
plorar apenas o carater qualitativo do experimento. En-
tretanto, mesmo assim, outras dificuldades inerentes a
andlise de experimentos qualitativos podem surgir [12].
Nesse sentido, experimentos que permitam ao aluno tes-
tar a teoria que lhe foi ensinada, podem melhor pre-
dispo-lo a compromissos epistemolédgicos tais como a
coeréncia e a procura de generalizagoes .
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Este trabalho esta organizado da seguinte maneira.
Na Secao II, o problema do oscilador anarmoénico é
brevemente revisado, na Secao III, discutimos uma
maneira bastante simples de se introduzir o problema
do oscilador 23 amortecido, tanto tedrica como experi-
mentalmente, em cursos mais elementares de Fisica. Na
Secao IV, finalizamos com os resultados e as discussoes.

2. Oscilador anarmonico

E bem conhecido que o movimento de uma particula,
para pequenos deslocamentos em torno de um ponto
de equilibrio estdvel, ¢ harmoénico simples. Por desloca-
mento pequeno, entendemos aquele para o qual termos
de ordem maior ou igual a 3, na expansio em série
de Taylor da energia potencial em torno do ponto de
equilibrio, sao negligencidveis. Se esta condi¢do nao
é satisfeita, entdo, o movimento é governado por uma
equagao do tipo

mi = —kx — ama® — Bma® — ... (1)

onde m é a massa e k, o e (8 sao coeficientes dos
trés primeiros termos da expansao, respectivamente.
A seguinte notagao serd usada em todo este trabalho:
dv/dt = i e d®z/dt? = i.

Neste caso, o movimento serd ainda limitado e
periédico mas nao harmoénico simples. Na verdade, mo-
vimentos deste tipo sao chamados movimentos anar-
monicos.

A Eq. (1) ndo é uma equacao diferencial linear e,
infelizmente, nao existe uma método geral para resolver
equagoes diferenciais nao-lineares. Quando somente os
termos nao-lineares z3 e z*, na expansio em série da
funcéo energia potencial sao retidos, solugdes numeéricas
sao facilmente obtidas para o problema uma vez que in-
tegrais do tipo [ da [E—kz?/2—maa®/3—mBz* /4]1/?
sao expressas em termos de integrais elipticas que tém
seus valores tabelados. Por outro lado, se os termos
ax® e pr* sdo pequenos, solucdes aproximadas po-
dem ser obtidas por varios métodos. Um método co-
mumente empregado consiste em considerar os termos
nao-lineares como termos de nao-homogeneidade em
equagoes do tipo

&+ wiz = —Bad, (2)

onde, por simplicidade admitimos a = 0.
Assim, a solugao nao-homogénea da Eq. (2) pode
ser expressa em termos da fungdo de Green [13]

sinwp(t — (), t>¢

0, t<¢ ®

G(t7 C) = {

e, entdo, a solugdo particular da Eq. (2) é (note que a
Eq. (2) é uma equacgao nao-linear e entéo, sua solugéo
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geral nao pode ser escrita como a soma da solugao para
8 = 0 mais a solugao para [ # 0):

o) = - [acpr() =L gy
Wo
Como o movimento que estamos considerando é
periddico, a solugao pode ser expressa em termos da ex-
pansédo de Fourier para (), e a primeira aproximagao
para a solucao é

x1(¢) = aycosw, (5)

que, levada a equacao integral (Eq. (4)) fornece

z(t) = aicoswt + azcos3wt, (6)

com w = \/wi +3Ba3/4 e a3z = Pa3/32wd.

O lado direito da Eq. (6) pode ser considerado nova
aproximagao para x(¢), levado & Eq. (4) e, desta forma,
nova solugao é obtida com melhor aproximagao, e as-
sim sucessivamente. Métodos deste tipo, para obter
solugoes de equagoes diferenciais, sao conhecidos como
métodos de aproximagoes sucessivas.

3. Construindo um oscilador X3

3.1. O dispositivo de Cromer

Podemos construir um oscilador z3 prendendo um

planador sobre um trilho de ar & uma mola como ilustra
a Fig. 1(a). A distancia L entre o suporte da mola e o
planador deve ser exatamente igual ao comprimento L
da mola quando sujeita apenas a tracao de seu préprio
peso. Isto é, o trilho de ar deve ser ajustado de maneira
a compensar o peso do planador. Quando o planador é
deslocado de sua posicao de equilibrio de uma distancia
z (Fig. 1(b)), o comprimento da mola aumentard de
/L2 + 22 — Ly, tal que a forga restauradora F' da mola
serd

trilho de ar

planador

Figura 1 - O Dispositivo de Cromer com o planador na posicao
de equilibrio (a) e deslocado horizontalmente (b).

Para pequenos valores do deslocamento x, em que
T << Ly, vemos que

Pal+ ()% (8)
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logo
ka?
F=—— 9

A componente da forga da mola na direcao = serd

F, = Fcosf com cosf = x/+/L3 + 2% =~ x/Lg e, por-
tanto,

F, = —ra®, (10)

com k = k/2L2.

A Eq. (10) nos diz que dentro da aproximagao con-
siderada o planador é um oscilador z3. Aproximacoes
como as que adotamos acima sdo comumentes usadas
para o movimento pendular, i.e., na mesma aproxi-
magao que um movimento pendular é harmoénico sim-
ples o planador é um oscilador z>.

3.2. O efeito do amortecimento

Dispositivos como o descrito na secao anterior tém sido
sugerido por Cromer [8] no estudo do periodo do os-
cilador z3. Em particular, na Ref. 8, dados experi-
mentais do deslocamento em funcgao do tempo de um
oscilador 23, que foram obtidos através de medidas com
um sistema de ultrasom [14], foram reportados. Estes
resultados foram compilados da Ref. [8] e encontram-se

agrupados na Tabela 1.

Tabela 1 - & como funcéo de ¢ do oscilador 3. Dados compilados
da Ref. [8].

t(s) z(m)  t(s) z(m)
0.1 0.058 0.2 0.047
0.3 0.030 04 0.005
0.5 -0.011 0.6 -0.032
0.7 -0.048 0.8 -0.058
0.9 -0.057 1.0  -0.047
1.1 -0.030 1.2 -0.010
1.3 0.009 1.4 0.028
1.5 0.042 1.6 0.048
1.7 0.045 1.8 0.036
1.9 0.023 2.0 0.008
2.1 -0.007 2.2 -0.023
2.3 -0.039 2.4 -0.052
2.5 -0.055 2.6  -0.051
2.7  -0.041 2.8 -0.028
29 -0.012 3.0 0.002
3.1 0.016 3.2 0.027
3.3 0.032 34 0.036

O modelo teérico de Cromer para o oscilador 23, to-
davia, nao pode fornecer uma boa descri¢ao dos dados
experimentais que, nitidamente, diminuiam de ampli-
tude em funcgao do tempo. Na realidade, todo movi-
mento macroscdpico é amortecido e uma comparacao
realistica com dados experimentais deve, necessaria-
mente, levar em conta este efeito. Nao é dificil imaginar
que o amortecimento é produzido pelo atrito do meio
em que o corpo se desloca. O atrito sendo uma forga
dissipativa fard com que a energia do corpo em movi-
mento transforme-se em calor, i.e., dissipa-se. Nestas
condigoes, o processo de movimento ja nao é puramente
mecanico, e uma andlise rigorosa requer que se leve em
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conta o movimento do préprio meio e do estado térmico
interno do sistema (corpo + meio). Existem alguns ca-
sos, entretanto, em que o movimento num meio dissipa-
tivo pode ser descrito, aproximadamente, através das
equagoOes mecanicas de movimento. Nestes casos, em
geral, podemos considerar que sobre o corpo atua uma
forga de atrito dependente de sua velocidade. Se, além
disto, a velocidade ¢ suficientemente pequena, podemos
desenvolver a forca de atrito em uma série de poténcias.
Como o termo de ordem zero do desenvolvimento serd
nulo (sobre um corpo parado nao atua forga de atrito), o
primeiro termo nao nulo serd proporcional e de sentido
contrario a velocidade, i.e., chamando de b o coeficiente
de proporcionalidade temos,

F, = —bi. (11)

Assim, a equagao de movimento para o planador,
levando-se em conta o amortecimento, é

F, = —ra® — bi. (12)

Nas Egs. (11) e (12), b depende de vérios fatores tais
como o meio, a forma do corpo e etc. Neste trabalho,
consideraremos b um parametro que serd ajustado aos

dados experimentais. Naturalmente, com b = 0, a
Eq. (12) se reduz a Eq. (10).

3.3. Integracao das equacoes de movimento

A equacdo de movimento do oscilador z3 amortecido
(Eq. (12)) pode ser reescrita como

L _ K o3 b 13
z x mﬂc, (13)

e, entao, separada em duas equagoes diferenciais de
primeira ordem. As equagoes assim obtidas podem ser
facilmente integradas em um intervalo de tempo Aft.
Assim, obtemos

z(t + At) = x(t) + v(t)At (14)

v(t+ At) =v(t) — [—z°(t) + %v(t)]At (15)

Este método de integracao, por sua simplicidade
e por fornecer resultados com boas aproximacgoes tem
sido fartamente usado na literatura [15]. De fato, Eqgs.
(14) e (15) fornecem bons resultados para o problema
desde que At seja escolhido suficientemente pequeno
quando comparado com o perfodo do oscilador z? em
questao.

Obviamente, o método de aproximagcoes sucessivas
(Secao IT) poderia ser empregado neste caso. Todavia,
em geral, nos cursos introdutérios de Fisica, embora
o aluno muito provavelmente ja tenha visto céalculo
numérico e, entao, tenha nocoes de Fortran, Pascal,
Basic, etc..., ainda nao esta familiarizado com métodos
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da fisica-matemadtica. Assim, apresentar um método
numérico nos parece mais interessante. Nada impede,
todavia, que em cursos mais avancados, o método
algébrico apresentado na secao anterior seja também
realizado e comparado com o método numérico.

4. Resultados e discussoes

Para evoluir dindmicamente o sistema, as Eqgs. (14)
e (15) sdo resolvidas iterativamente com At = 0,01 s
durante 5 s. No6s checamos que os resultados ficam
praticamente inalterados se At < 0,05 s. Os resulta-
dos foram obtidos para um planador com Ly = 0,12 m,

O.l_l LI} | LI | U I I LI | LI | I I I I T

X (m)

_Olllllllllllllllllllll

Figura 2 - A posigdo z (a) e a velocidade v (b) do planador vs. t. A linha sélida representa os resultados para o oscilador =
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k=70 N/mem = 0,439 kg.

A Fig. 2 traz os resultados para a posigao = (Fig.
2(a)) e a velocidade v (Fig. 2(b)) quando plotados
em funcdo de t. Trés casos sao considerados, os-
cilador 23 com amplitude A = 0,06 m (linha sélida),
oscilador 2% com amplitude A = 0,03 m (linha pon-
tilhada) e oscilador linear (F' = —kx) com amplitude
A = 0,06 m (linha tracejada). Nota-se que, hd uma
grande diferenca de fase e de periodo entre o oscilador
23 e o linear. Além disto, pode-se observar que o
perfodo 7 do oscilador 22 depende da amplitude de
oscilacdo e, na verdade, o perfodo do oscilador z3 ¢é
inversamente proporcional & amplitude de oscilagao.

T

L J-T-F T =T

-1.0 1 1 1 I 1 1 L ] 1 1 1 I 1 1 L | 1 L 1

3 com

amplitude A = 0,06 m, a pontilhada com A = 0,03 m e a tracejada os resultados para o oscilador linear com A = 0,06 m.

Na Fig. 3, s@o apresentados = (Fig. 3(a)) e v (Fig.
3(b)) do oscilador 23 como uma fun¢io do tempo, para
véarios valores do parametro b. A linha sélida corres-
ponde a b = 0, as cruzes b = 0,01, os triangulos cheios
b = 0,1, os triangulos vazios b = 0,5 e, os quadrados
vazios b = 1. Por simplicidade, na Fig. 3(b) somente
os resultados para b = 0 e b = 0,1 sdo apresentados.
Observa-se que o amortecimento provoca diferentes mu-
dancgas nas curvas. Primeiro altera o valor da amplitude
de oscilacao em func¢ao do tempo e, segundo, modifica o
periodo de oscilagao. Em particular, quanto maior o b,
maior é o periodo de oscilacao e menor a amplitude de
oscilagao em fungao do tempo (resultado similar é ob-
servado em v x t). Este resultado pode ser facilmente
entendido uma vez que o amortecimento é uma forga
dissipativa e, portanto, consome a energia do sistema
a qual é proporcional a amplitude. Um decréscimo na

amplitude provoca aumento no periodo pois, como ja
mencionamos, o periodo de oscilagao é inversavemente
proporcional a amplitude.

Finalmente, na Fig. 4, nosso melhor ajuste (linha
sélida) para os dados experimentais (triangulos) da
Ref. 8 (cf. Tabela 1) sdo apresentados. Por completeza,
os resultados de Cromer (linha tracejada), sem levar em
conta o amortecimento (b = 0), sd@o também mostra-
dos. Podemos observar que, enquanto os resultados
para b = 0 se desviam cada vez mais dos resultados
experimentais para t crescente, a inclusao do efeito de
amortecimento permite uma boa reprodugao dos da-
dos experimentais. A pequena diferenca residual entre
os valores téoricos e experimentais pode ser diminuida
ainda mais se termos de ordem superior forem mantidos
nas expansoes utilizadas.
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Figura 3 - = (a) e v (b) vs. t para b = 0 (linha sélida), b = 0,01
(cruzes), b = 0,1 (tridngulos cheios), b = 0,5 (tridngulos vazios)
e, b = 1 (quadrados vazios). Por simplicidade, na Fig. 3(b)
somente os resultados para b = 0 e b = 0,1 sdo apresentados.

0.10!1||[|||1||[I||1|rl||1|rI||

IJlIJ!IlI!

0.05

1111l

—_ : q
E 0.00F =
- C
-0.05F ; =
- :I L1 11 I 11 1 1 1 | 11 1 1 1 | 11 1 1 1 | L1 11 I:
0-10y 1 2 3 4 5
t(s)

Figura 4 - x vs. t para o oscilador 3. A linha sélida representa
nossos resultados, os tridangulos os dados experimentais da Ref. 8,
e a linha tracejada os resultados de Cromer [8].
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Em suma, discutimos um método bastante sim-
ples para estudar o oscilador z® amortecido. A dis-
cussao apresentada é simples o bastante para permitir
a inclusao do estudo de osciladores anarmoénicos tanto
tedrica quanto experimentalmente, em cursos técnicos
(Fisica, Engenharia, Matemética...) mais elementares,
onde por exemplo, livros textos no nivel de Halliday e
Resnick [4] forem adotados. Especial énfase foi dada ao
efeito de forcas dissipativas em medidas experimentais.
Em particular, mostramos que para um certo valor do
parametro de amortecimento os dados experimentais fi-
cam muito bem reproduzidos.

Finalmente, gostariamos de chamar a atencao do
leitor para o fato de que nossa abordagem simplificou
drasticamente o problema das oscilagbes nao-lineares.
Em particular somente o termo em 2 foi considerado, e
um estudo mais rigoroso deveria considerar termos em
22 e termos de ordens mais altas acoplados ao termo
linear. Contudo, o tratamento apresentado acima pode
ser didaticamente 1til na apresentagao do problema das
oscilagoes nao-lineares em cursos béasicos de Fisica.
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