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Se discute el error conceptual de suponer que en oscilaciones amortiguadas la fuerza de arrastre es despreciable
cuando, en realidad, es la componente prevalente en la mayoria de los casos practicos. El problema se trata sobre
bases tedricas, experimentales y numéricas. En el estudio experimental, se mide el decrecimiento de la amplitud en
funcién del tiempo en cinco sistemas masa-resorte construidos con cuerpos esféricos de distinto tamafio y densidad,
y se plantea un nuevo método para la correccién del error de paralaje. En el andlisis numérico, se desarrolla un
modelo de amortiguamiento con un término semiempirico de ajuste variable. Los resultados muestran, en general,
una muy buena concordancia entre los datos experimentales y el modelo numérico, demostrando que la fuerza
de arrastre es la componente preponderante en el amortiguamiento de las oscilaciones, lo cual concuerda con
predicciones teéricas basadas en el nimero de Reynolds. Se critica la falta de tratamiento de estas bases teéricas
en los textos de uso habitual del ciclo bésico universitario, y se previene sobre otro error conceptual, comin en
la practica docente convencional, referido a procedimientos algebraicos y gréaficos para controlar la validez de un
modelo.

Palavras clave: Fuerza de arrastre, Oscilaciones amortiguadas, Calculo numérico.

A conceptual error is discussed, which concerns the assumption that the drag force is insignificant in damped
oscillations, when in point of fact, it is the prevalent component in most practical cases. The problem is posed
on theoretical, experimental and numerical bases. On the experimental study, amplitude decrease vs. time is
measured in five spring-mass systems, put toghether with spherical bodies of different sizes and densities, and a
new method for correcting parallax error is proposed. On the numerical analysis, a damping model is developed
with a semiempirical term of variable adjustment. Results present, in general, a very good agreement between
experimental data and the numerical model, proving that drag force is the prevalent component in oscillation
damping, which agrees with theoretical predictions based on Reynolds number. The lack of discussion of these
theoretical bases among introductory physics texts is criticized, and another conceptual error, usually committed
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in teaching practice, is prevented, which concerns algebraic and graphic procedures for verifying models.
Keywords: Drag force, Damped oscillations, Numerical calculus.

1. Introduccién

Uno de los contenidos de mayor valor formativo, en los
cursos introductorios de fisica de nivel universitario, es
el de oscilaciones mecédnicas. En el enfoque didéctico
actual de las carreras de ciencias exactas y tecnologia,
la ensenanza de este tema pone especial énfasis en los
trabajos practicos de laboratorio, que los estudiantes
suelen realizar en grupos pequenos, empleando dispo-
sitivos sencillos tales como péndulos y sistemas masa-
resorte. Este abordaje es eficaz para un aprendizaje
significativo, y estd en total acuerdo con las teorias
didécticas constructivistas desarrolladas en las ultimas
décadas, las cuales cuentan con una amplia adhesién
entre docentes, pedagogos, sicdlogos y epistemdlogos [I].

En efecto, los sistemas sencillos ofrecen a los estudian-
tes un enfoque fenomenolégico y sensible donde pueden
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visualizar con claridad sus caracteristicas, distinguir sus
variables relevantes y establecer asociaciones entre los
simbolos matemaéticos y sus correlatos fisicos. Asi, los
formalismos matematicos se revelan no sélo como una
herramienta operatoria, sino también como un lenguaje
cientifico natural y un instrumento de razonamiento y
analisis, permitiendo estructurar una base sélida que
facilitarda abordar, en cursos posteriores, el estudio de
sistemas oscilatorios mas complejos o menos fenomeno-
légicos, tales como las oscilaciones eléctricas en circuitos
RLC (resistencia-inductor-capacitor), que también se
estudian en el ciclo basico, y eventualmente otros muchos
fenémenos del vasto espectro de las oscilaciones [2H4].
Dada la importancia formativa de estos contenidos,
seria deseable que los libros de texto los desarrollaran en
forma detallada, clara y precisa. Sin embargo, la mayoria
de los textos de uso comun, aun los de editoriales
y autores reconocidos, tratan estos temas con poca
claridad, ambigtiedad y errores conceptuales [5].
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En este trabajo se discutirdA un error conceptual
referido a la formulacién de la fuerza de roce en oscila-
ciones amortiguadas. El mismo consiste en suponer que
dicha fuerza esta dada solamente por su componente de
viscosidad, cuando en realidad, en una amplia mayoria
de los casos précticos, la componente de arrastre es
mucho mayor.

En la siguiente secciéon se presenta el marco tedrico
de este estudio, analizando la importancia relativa de
las dos componentes de la fuerza de roce (viscosidad
y arrastre) en términos del nimero de Reynolds, y se
plantean las ecuaciones de movimiento del sistema. En
la seccion [3] se detalla la metodologia empleada en los
experimentos y en el andlisis numérico. En la seccién []
se exponen y discuten los resultados, y en la 5, se extraen
las principales conclusiones.

2. Marco Teoérico

2.1. La fuerza de roce

Cuando un cuerpo se mueve, en el seno de un fluido, sufre
la accién de una fuerza de roce, F,., que puede expresarse
como la suma de dos términos: el de viscosidad, F,,, y el
de arrastre, Fy:

F.=F,+F, (1)

El término de viscosidad representa la friccién propia-
mente dicha, estd asociado a esfuerzos tangenciales a la
superficie del mévil y es proporcional a la velocidad:

F,=—-bv (2)

donde el signo negativo destaca la caracteristica disipa-
tiva de la fuerza de roce, cuyo sentido es siempre opuesto
al de la velocidad, y el factor b depende de la forma y
tamano del moévil y de la viscosidad del medio. En el caso
de la esfera, la constante b estd dada por la siguiente
ecuaciéon:

b= 6mnr (3)

donde 7 representa el coeficiente de viscosidad del medio,
y 1, el radio de la esfera. Esta ecuacién fue demostrada
por Stokes en 1850 [6], forma parte de contenidos de
mecéanica de los fluidos que también se estudian en el
ciclo basico, y es, por mucho, la expresion analitica mas
conocida y corroborada para la constante b. Por ello
limitaremos este estudio al caso de cuerpos esféricos.

El término de arrastre, F,, por su parte, representa
la energia cinética transferida por el movil al medio,
estd asociado a esfuerzos transversales a la superficie del
mévil, y es proporcional al cuadrado de la velocidad [7]:

1
F,= —sgn(v)iCdpfsz 4)

donde el factor sgn(v) representa el signo de la velocidad.
Es necesario introducir este factor en el calculo porque
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el cuadrado de la velocidad serd siempre positivo, pero
la fuerza de arrastre debe tener siempre sentido opuesto
al de la velocidad. El factor Cy representa el coeficiente
de arrastre, que depende de la forma del mévil (de su
perfil fluidodindmico), y en el caso de la esfera puede
considerarse Cy = 0.4 para un amplio rango del niimero
de Reynolds [8], que se discutird més adelante. Por su
parte, py y A representan, respectivamente, la densidad
del fluido y el area del mévil transversal a la direccién
del movimiento. El factor 1/2 se introduce, convencio-
nalmente, para destacar el hecho de que la fuerza de
arrastre representa una transferencia de energia cinética
[E. = (1/2) mv?].

A pesar de que en la mayoria de los casos préacticos el
término de arrastre, F,, es mayor que el de viscosidad,
F,, en casi todos los textos de uso habitual en el ciclo
bésico universitario, se lo discute muy superficialmente,
si acaso se lo menciona. La mayoria de los textos dice
que, para velocidades pequenas, la fuerza de roce puede
considerarse proporcional a la primera potencia de la
velocidad, es decir, F;. = F,, sin ninguna aclaracién
sobre el término de arrastre y sin explicitar cudn pequena
debe ser la velocidad ni cémo se establece este orden de
magnitud relativamente pequeno.

Muchos textos también dicen explicitamente, o dan a
entender, que esta aproximacion es valida en muchos ca-
sos practicos; en tanto que otros simplemente se limitan
a afirmaciones vagas tales como que es una aproximacion
“sencilla” o “de interés préactico”, sin hacer ninguna
aclaracién ni salvedad sobre el ambito de aplicabilidad
de la misma [9HI5]. Esta falencia puede entenderse, hasta
cierto punto, por el hecho de que no existe una solucién
analitica para la ecuacion diferencial de movimiento que
se obtiene al considerar los dos términos de la fuerza de
roce; pero creemos que corresponde hacer, al menos, una
salvedad sobre las limitaciones que implica despreciar
la componente de arrastre, y explicar su importancia y
significado.

2.2. El nimero de Reynolds

El nimero de Reynolds es un importante pardmetro
adimensional en la mecédnica de los fluidos, y también
recibe un tratamiento muy superficial en la mayoria de
los textos de uso habitual del ciclo basico universitario.
Su ecuaciéon més convencional es:

psol
Re=H— 5
; (5)

Donde [ representa una longitud caracteristica del sis-
tema que se trate. En el caso de una esfera moviéndose
en un fluido, [ es simplemente el didmetro de la esfera.
En la mayoria de los textos introductorios de mecanica
de los fluidos, se afirma que Re indica el limite entre el
régimen laminar y el turbulento. Sin embargo, en los
sistemas reales, no suele haber un limite franco sino
distintos regimenes de transicion hasta la turbulencia
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generalizada, que en el caso de una esfera moviéndose en
un fluido, corresponde a un valor de Re ~ 3,65-10° [16].
Ademads de indicar este valor critico, el ntimero de
Reynolds da una medida de la proporcién entre la
fuerza de arrastre y la de viscosidad, y ésta es una
propiedad que no suele explicarse en detalle en los textos
introductorios ni en la practica docente convencional del
ciclo basico universitario.
Para el caso de una esfera, esta proporcién queda:
2

2
& _ %CdpfA’U2 _ %074pf7r%v

(6)

Fv 67‘(’)77"7) 671'77 %2 v

donde d representa el didmetro de la esfera. Simplifi-

cando,

F, 0,4psvd _ Re
60

(7)

F, 24 7

Lo cual nos indica que para un valor Re = 60, muy
inferior al del umbral de la turbulencia, la fuerza de
arrastre ya es igual a la fuerza de viscosidad, y a partir
de este valor, la fuerza de arrastre prevalecerd sobre la
de viscosidad en la proporciéon dada por la Ec. .

Si consideramos, por ejemplo, una esfera de 3 cm
de didmetro que se desplaza en el aire, cuyos valores
de densidad y viscosidad, en condiciones ambientales
tipicas, son, respectivamente, pgire = 1,29-107% g - cm ™3
Y Naire = 1,8 - 107% poises, se obtiene que F, = F,
para una velocidad tan pequefia como v ~ 2,8 cm - 571
(nétese que a esta velocidad promedio, un sistema masa-
resorte que oscila con una amplitud de 10 cm tarda
més de 14 segundos en realizar una oscilacién). Calculos
sencillos como éste nos permiten advertir que, en una
gran mayoria de casos practicos de sistemas masa-resorte
armados con pesas esféricas, el valor promedio de la
velocidad supera ampliamente el correspondiente a Re =
60, y la fuerza de arrastre, lejos de ser despreciable, sera
claramente predominante durante las oscilaciones.

La expresion final de la fuerza de roce usada en este
trabajo — deducida en el Apéndice A — es

1 .
F.=—bv— sgn(v)§ <O,4 + I—Ffi}E) prAv:  (8)

donde f,; representa un factor de ajuste variable que se
discute en el mismo apéndice y en las secciones §4.1 y 5.
2.3. La ecuacién de movimiento

A fin de obtener la ecuacién de movimiento, z(t) (despla-
zamiento en funcién del tiempo), partimos de la ecuacion
de Newton:

F=m-a 9)
es decir,

d?x(t)

(10)
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En el primer miembro de la Ec. 7 el primer tér-
mino representa la fuerza recuperadora del resorte que,
como tal, tiende a restituir a la pesa a su posicién de
equilibrio y por ello tiene signo negativo (se opone al
desplazamiento, el cual se mide respecto de la posicién
de equilibrio). La fuerza de roce, por su parte, también
tiene signo negativo, como ya se dijo, por ser disipativa.
Una manera usual de reordenar la Ec. es:

d?x(t) k F.
= ——g(t) — == 11
o2 —a(t) = — (11)
A partir de la Ec. , teniendo en cuenta que masa =
densidad - wvolumen, y el volumen de la esfera es
Vesfera = (1/6) - m - d3, el dltimo término de la Ec. ,
para una esfera, queda:

2
F, 671'1]% 1 ( fai ) PFT (4)
— = —~v+sgn(v)= (0,4 + J 272
m %wd?’pe gn )2 1+ +vRe éﬂ'd3pe
(12)

Donde p. representa la densidad de la esfera.
Luego de hacer las simplificaciones pertinentes, se
obtiene:
F n

g
m d2p.

faj )pf 2

v+ sgn(v)0,75 10,4+ ——— v
gn(v) ( 1+ VRe dpe(

13

Luego, el hecho de dividir en la masa nos revela
que el efecto de frenado de la fuerza de viscosidad es
inversamente proporcional al cuadrado del didmetro y
a la densidad de la esfera, en tanto que el efecto de
la fuerza de arrastre es directamente proporcional al
cociente entre la densidad del fluido y la de la esfera,
e inversamente proporcional al didmetro de la esfera.
Esto nos indica que, en términos relativos, los cuerpos
grandes y densos seran menos frenados por la fuerza de
roce que los cuerpos pequenos y de baja densidad. Esto
es bastante intuitivo y concuerda con la experiencia:
un proyectil de gran calibre, como una bala de canén,
pierde, por rozamiento, una fraccion mucho menor de
su energia cinética que la que pierde un balin lanzado
por un rifle de aire comprimido, aunque ambos tengan
la misma densidad. Asimismo, si una persona lanza con
toda su fuerza una pequena bocha de madera, y luego un
globo del mismo tamaifo, inflado con aire, comprobara
que la bocha llega mucho mas lejos.

A los fines de resolver por métodos numéricos la
Ec. , que es de segundo orden, conviene replantearla
como un sistema de dos ecuaciones de primer orden:

dx
— = 14
ik (14)
y
dv k F,
= _ T 1
o a(t) = — (15)

En diferencias finitas, este sistema queda:

Ax = vAt (16)
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3. Metodologia

3.1. Metodologia experimental
3.1.1. Construccién de los sistemas masa-resorte

Se armaron cinco sistemas masa-resorte: a, b, ¢, d, e; con
esferas huecas que se rellenaron con distintas sustancias
(v. Fig. [I)). En los casos a, b y ¢ se usaron esferas
de plastico rigido que se rellenaron parcialmente con
una mezcla de yeso y arena, de tal modo que esta
mezcla quedé adherida al casquete inferior de la esfera y
distribuida uniformemente con respecto a su eje vertical
(esta simetria es importante a los fines de obtener
oscilaciones estables en un dado eje). En el caso d, se
usé una esfera del mismo tamano que en el caso ¢, pero
rellenada completamente con agua; y en el caso e, una
esfera de plastico flexible inflada con aire (una pelota de
PVC inflada a una presién de aproximadamente 0,2 bar).
Ante la posibilidad de que al lector le parezca cuesti-
onable que en los ultimos dos casos las esferas no sean
cuerpos rigidos, cabe hacer las siguientes aclaraciones.
El cumplimiento de los supuestos del modelo de
oscilaciones no requiere que el cuerpo sea rigido en un
sentido estricto. Debe notarse que aun en sistemas masa-
resorte construidos con cuerpos rigidos, el centro de
gravedad del sistema no se mantiene estrictamente fijo
en ningun sistema de coordenadas, pues en los sucesivos
estiramientos y contracciones del resorte, su distribuciéon
de masa cambia constantemente. Sin embargo, si es
importante que se cumplan las siguientes condiciones:
El centro de masa del sistema debe mantenerse si-
empre en el eje de oscilacién (en nuestro estudio, un
eje vertical) y por debajo del resorte, para que la

Figura 1: Esferas usadas en los sistemas masa-resorte. Las
esferas a, b, y c se rellenaron con una mezcla de yeso y arena;
la d, con agua, y la e, con aire comprimido.
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contribuciéon de la masa de éste sea calculable de un
modo sencillo. Esto se cumple facilmente si la pesa
es mucho més pesada que el resorte y la distribuciéon
de masa de la misma es simétrica respecto del eje de
oscilacion.

Para ello, no debe haber alteraciones en la distribucion
de la masa, lo cual implica que, si el relleno es un fluido,
es practicamente imprescindible que éste llene todo el
espacio interior del cuerpo (para evitar desplazamientos
de una zona a otra) y que sea incompresible (para evitar
concentraciones o rarefacciones).

En los casos d y e, se cumplen estas condiciones,
pues los fluidos llenan todo el espacio interior de las
esferas y pueden considerarse incompresibles, ya que
las velocidades de oscilaciéon son mucho menores que la
velocidad del sonido en los fluidos en cuestién [I7]. Mas
aun, estos rellenos fluidos también pueden considerarse
“no circulantes” [16], es decir, en el sistema de referencia
de las esferas, sus rellenos pueden considerarse en reposo.
Desde luego, siempre existen desplazamientos micros-
cépicos de fluido, pero sus efectos son despreciables
respecto de la distribucion de masa y el gasto de energia.

Por su parte, las superficies de las esferas, son de
pléstico rigido en todos los sistemas excepto en el e,
donde si bien se trata de una pelota de PVC flexible,
debido a que estd inflada a presion, conserva la forma
esférica en todo momento durante las oscilaciones.

Hechas estas aclaraciones sobre las esferas, resta men-
cionar que los resortes se eligieron en forma cualitativa,
emparejandolos con las esferas, de tal modo que fueran
relativamente livianos y oscilaran con periodos cercanos
a 1 o 2 segundos, para tomar las mediciones con facili-
dad. El cumplimiento de la ley de Hooke se control6 en
todos los casos para estiramientos mayores a 15 cm, con
el método usual: aplicando pesas previamente medidas y
midiendo los estiramientos que producian. Sin embargo,
para mayor precision, las constantes k de los resortes se
determinaron a partir de los periodosﬂ

3.1.2. Configuracion del experimento y
mediciones de amplitudes y periodos

Cada sistema masa-resorte se suspendié de un soporte
con una escala milimetrada y un espejo. La base del
soporte se asentaba en tres puntos de apoyo regulables
para nivelarlo en direcciéon vertical. En nuestros expe-
rimentos el control de verticalidad se realiz6 mediante
plomada y regla, por considerar que este método es mas
preciso que un nivel de burbuja.

La configuracién del sistema de medicién se completa
con una camara grabadora de video, pues es imposible

1 Las constantes de los resortes se calcularon dentro del modelo nu-
mérico, despejandolas de la ecuacién de los periodos amortiguados,
pues éstos se midieron con mucha precisién, como se describe en
§3.1.2, y consideramos conveniente mantener absoluta coherencia
entre los datos de entrada del programa y las magnitudes asociadas
a los mismos. Asi, se tomé k = 4w2m/T? + b%/4m donde este
altimo término era despreciable en todos los casos.
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medir con precision las amplitudes de las oscilaciones a
simple vista, en tiempo real. En nuestros experimentos,
los videos se grabaron a una tasa de 30 cuadros por
segundo y a resoluciones medias o altas, segin las
necesidades de enfoque de cada caso. Para cada sistema
se midieron intervalos de 100 periodos, que se dividieron
en subintervalos de 20 periodos, a los fines de controlar
el isocronismo del fenémeno. Con estos subintervalos
se calcularon promedios y errores cuadraticos medios,
obteniéndose valores de periodos con errores relativos
e =~ 0.002.

Las amplitudes iniciales se tomaron en forma discre-
cional, tratando de no superar los 15 cm, a los fines de
limitar la velocidad méxima para que la preponderancia
de la fuerza de arrastre no fuera excesiva. Esta apro-
ximacién cualitativa también se debié a que, a priori,
las posiciones de equilibrio y de amplitud maxima no
podian conocerse exactamente, pues deben medirse en el
video. De hecho, por una parte, era necesario controlar,
visualmente y a través de la camara de video, que las
oscilaciones se produjeran en linea vertical y, por otra
parte, consideramos que convenia que la amplitud inicial
no fuera el estiramiento producido por la mano del ope-
rador, sino un maximo posterior, porque cuando la mano
del operador libera el sistema, siempre puede haber roce
con sus dedos que afecten la primera oscilacién.

3.1.3. Correccion del error de paralaje

Cuando se implementa este tipo de experimentos como
trabajo practico para los estudiantes, es importante en-
fatizar que las amplitudes son desplazamientos, es decir,
deben calcularse como diferencias entre dos posiciones
(alturas): la altura de interés (generalmente, una cresta
o méximo de oscilacién) y la altura de equilibrio:

A, = Yn — Yeq (18)

Donde A,, representa la amplitud correspondiente al
enésimo periodo, y, la altura, en la escala milimetrada,
correspondiente a esta amplitud, y y.,, la altura de
equilibrio. La medicién de estas alturas estara afectada
de un error de paralaje, para cuya correccién ofrecemos
el siguiente método.

Lo primero que debe hacerse es fijar un punto de
referencia respecto del cual se medirdn todas las al-
turas. Generalmente este punto de referencia se fija
arbitrariamente en un acople (un pequenio trozo de
alambre delgado) dispuesto entre el resorte y la pesa
suspendida de él, marcandolo con pintura o un trozo de
cinta adhesiva, por ejemplo. No importa que el punto
de referencia esté relativamente alejado del centro de
gravedad del sistema, porque lo importante no son las
alturas en si mismas, sino la diferencia entre ellas,
como indica la Ec. . Es importante que el punto de
referencia esté en el eje de oscilacién y es recomendable
que esté en el acople, porque debe estar por debajo del
resorte (para que su distancia al centro de gravedad no
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Figura 2: Relaciéon geométrica entre la posicién de la cdmara

(ye) y las posiciones real (ypr) y aparente (y,) del punto de
referencia.

varie) y no conviene situarlo en la pesa, porque esto
complicaria la correccion del error de paralaje.

La Fig. [2| representa la configuracion del experimento
en un instante cualquiera de la oscilacién. El punto de
referencia, P,, estd situado a una altura y,, y a una
distancia X7 con respecto al soporte; y la camara de
video, a una altura y. y a una distancia X5 con respecto
al soporte. En ese dado instante, si bien la altura real del
punto de referencia es y,,, la altura aparente, tal como
se observa desde la camara, es y,, porque su linea de
vision subtiende un angulo « respecto de la horizontal.

Se observan dos tridngulos rectangulos semejantes,
uno de cuyos angulos es «, y por tanto se cumple que

Ye — Ya Ypr — Ya

tg(a) = X, X (19)

donde los numeradores seran positivos si, como es lo
usual, la escala graduada crece hacia abajo.

De la Ec. se puede despejar y. (altura de la
cdmara):

X
Ye = (ypr - ya)X2 + Ya (20)
1

Consideremos ahora la Fig. 3| (no tiene la misma escala
que la Fig. , en la cual se representa el reflejo del punto
de referencia, a una altura y,.s, en el espejo del soporte.

Por la ley de la reflexién (6ptica geométrica), se
cumple que el angulo de incidencia ¢ es igual al dngulo
de reflexion r. Luego, se tiene que

tg(i) = tg(r) = yrefX_l Ypr _ Ye ;(;Umf (21)
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espejo

Figura 3: Relaciéon geométrica entre la posiciéon de la cdmara
(ye) y las posiciones del punto de referencia (y,r) y de su reflejo

(Yrer)-

de donde se puede despejar y,,:

Xl)_ b

r — Yre 1 ~ c 22
Yp yf<+X2 Ve, (22)

Reemplazando la Ec. en la , se obtiene, luego
de un poco de algebra:

X1 X1
_yref(l‘i‘sz)“‘ya( _X72>
B 2

Ypr (23)

o bien,

— yref+ya yref_ya&

. 24
yp 2 + 2 X2 ( )

Notese que en todo el andlisis geométrico desarrollado,
la altura de equilibrio del sistema no interviene en
absoluto. De hecho, ésta puede calcularse con la Ec. (24)),
como un caso particular. Por otra parte, la Ec. o
depende de la altura de la cAmara, y., pero conviene
ubicar la misma a un nivel intermedio en el rango de
alturas que se desee medir, el cual, usualmente, es el
rango de las amplitudes de las oscilaciones en un dado
intervalo de tiempo. La eleccién de una altura intermedia
para y. contribuye a que los angulos «, ¢ y r sean
pequenos, lo cual se traduce en valores préximos para
Ya Y Yr, permitiendo un enfoque nitido de estos valores
en la regla milimetrada.

Por la misma razén, también es conveniente que Xo
(distancia entre la cdmara y el soporte) sea de un orden
mayor que X7. Esta condicion, ademas, contribuye a que
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Figura 4: Fotografia del sistema ¢) — y,: Posicién aparente
del punto de referencia. y,es: Posicion del reflejo del punto de
referencia.

el segundo término del segundo miembro de la Ec.
sea mucho menor que el primero. De hecho, en la mayoria
de los casos practicos, con una elecciéon adecuada de
Ye, X1 ¥ Xo, este término podra despreciarse, lo cual
puede ser recomendable en los trabajos practicos de
los estudiantes, pero se ha conservado en los calculos
numéricos de este estudio, para mayor precision.

La Fig. 4| es una fotograffa del sistema c), donde se
indica la posicién aparente del punto de referencia (y,)
y la de su reflejo (yres).

3.2. Metodologia del calculo numérico

Para resolver las Ecs. y se aplicé el método de
Runge-Kutta de 5° orden [I§], utilizando el programa
Scilab (versién 2023). Se desarrollé6 un algoritmo con
paso de tiempo variable regulado por control PID (pro-
porcional, integrativo, derivativo), con una tolerancia
relativa, ¢, en cada paso de tiempo de € = 1075, y tole-
rancias absolutas Az = € Tpromedio ¥ AV = € Upromedios
tomando los promedios sobre los valores absolutos de
un cuarto de periodo inicial. El error relativo final
acumulativo, €,., para ambas variables, a lo largo de
100 perfodos se estimé en e,. = (74 3) - 1073, Los datos
(pardametros, constantes y condiciones iniciales) para
ejecutar el programa se tomaron de los experimentos
realizados con los sistemas descritos en §3.1.1. Dichos
datos son: el didmetro de la esfera, la amplitud inicial
y el periodo de las oscilaciones, y la masa efectiva del
sistema. Esta tltima es la suma de la masa de la esfera,
mas la del acople entre la esfera y el resorte, mas la
contribucién del resorte, que equivale a un tercio de su

propia masa [19] ]

2 Al calcular la contribucién del resorte, debe tenerse en cuenta
que la amplitud con que oscilan las distintas espiras no es uniforme
a lo largo del mismo y, por tanto, la contribucién de cada una a la
energia total también es distinta. Si la masa del resorte es mucho
menor que la del cuerpo que cuelga de él — lo cual se cumplia en
todos los casos — su contribucién efectiva a la masa total equivale a

DOI: https://doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2024-0017



Medina

€20240017-7

Tabla 1: Caracteristicas y mediciones més relevantes de cada sistema. (Todas las unidades corresponden al sistema cgs: Longitud
= [cm], Masa = [g], Periodo = [s], Densidad = [g/cm®], k = [dyn/cm], b = [g/s], Factor de Ajuste = [adimensional], N° de

Reynolds = [adimensional]).

Sistema a c d e
Relleno yeso y arena  yeso y arena yeso y arena agua aire
Didmetro (esfera) 9,55 3,99 3,99 22,6
k (resorte) 3170 2876 1086 1110 577,4
m 155,70 164,81 41,29 35,27 49,31
k/m 20,36 17,45 26,30 31,47 11,71
Densidad efectiva 0,341 0,638 1,24 1,06 8,12 - 1073
Amplitud (¢ = 0) 15,0 8,9 10,7 11,0
Amplitud (¢ = 1007) 94 45 5,1 0,7
b 0,0162 0,0134 0,00677 0,00677 0,0383
Perfodo 1,392 1,504 1,225 1,120 1,836
< Re > (Th) 2950 1054 831 1093 3882
< Re > (Th00) 1849 420 521 247
Factor de Ajuste 6 1 0 0
Con estos datos se calcularon todos los demas para- .5 El [b]
metros del sistema de Ecs. y (17). !
La Tabla[T]detalla las caracteristicas y mediciones més ° .
relevantes de cada sistema masa-resorte. Los niimeros "
de Reynolds anotados en la décima y undécima fila 0 :
corresponden, respectivamente, a los valores promedio T, \Lﬂ ld]
de este parametro en el primero y centésimo periodo. g
Estos valores indican que la componente de arrastre % 7 °
es la predominante en todos los casos estudiados [v. £ 7 .
Ec. ], aun al cabo de 100 periodos, cuando la velocidad I's
promedio de cada sistema es relativamente baja. o (@] 0 ™ 2 3 @ s 0 70 s s 0
~€——— tiempo (periodos) ————3»
8
4. Resultados y Discusion Jo Roce viscoso
Ty T Modelo numérico
4.1. Decrecimiento de la amplitud en funcién del .
. 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 ¢ Datos experimentales
tiempo ~————— tiempo (periodos) ————— 3=

La Fig. [5] representa el decrecimiento de la amplitud de
las oscilaciones en funcién del tiempo para cada uno de
los sistemas construidos (a, b, ¢, d, e).

Las curvas rojas corresponden al modelo teérico con-
vencional de oscilaciones amortiguadas, que sélo contem-
pla la componente de viscosidad de la fuerza de roce (por
brevedad, este modelo sera referido, en adelante, como
roce viscoso). En este modelo, la amplitud A, para la
oscilacién de orden n, estda dada por [5]

b

A, = Age 2" (25)

donde Ay representa la amplitud inicial, y T, el periodo
de las oscilaciones (b y m ya fueron definidas y discutidas
en la seccién 2). Es decir que para trazar las curvas rojas,
se calcularon las amplitudes A,, con la Ec. , reempla-
zando en ella los valores medidos, en cada experimento,

un tercio de su propia masa. Por su parte, en casi todos los casos,
la masa del acople era practicamente despreciable, pero se sumé
para redondear las cifras significativas, a los fines de minimizar el
error. Este cdlculo de la masa efectiva es necesario porque todos
sus términos contribuyen a la energia cinética y al comportamiento
del sistema.
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Figura 5: Decrecimiento de la amplitud en funcién del tiempo.
Los paneles a, b, ¢, d y e corresponden, respectivamente, a los
sistemas designados con estas mismas letras (v. Fig. .

de Ag, T y m. El factor de amortiguamiento b, por su
parte, se calculd con el coeficiente n del aire y el radio
de la esfera correspondiente a cada caso [v. Ec. ]
Como puede observarse en todos los casos, el decreci-
miento de las amplitudes mostrado por los resultados
experimentales (rombos negros) y el predicho por el
célculo numérico (curvas violetas) son mucho mayores
que el predicho por el modelo de roce viscoso (curvas
rojas). De hecho, en general, las amplitudes predichas
por el roce viscoso apenas se apartan del modelo de
oscilaciones libres. Esto se justifica porque el coeficiente b
es directamente proporcional al coeficiente de viscosidad
7, que es muy pequeno para el aire. En términos
relativos, el mayor decrecimiento de amplitud para el
modelo de roce viscoso se observa en el caso e, como cabe
esperar, debido a que la esfera inflada con aire tiene una
densidad muy baja, lo cual aumenta considerablemente
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ambas componentes de la fuerza de roce por unidad de
masa [v. Ec. ([13)].

En general, se verifica un muy buen acuerdo entre
los resultados experimentales y el modelo numérico, que
contempla tanto el roce viscoso como el de arrastre. Sin
embargo, hay dos excepciones notorias: el tltimo punto
del caso c¢ y el ajuste global del caso e. Este tultimo se
tratard en detalle al final de esta seccién.

En cuanto al caso ¢, su iltimo punto es un punto
aislado, es decir, no sigue la tendencia de los demas
puntos del conjunto (en la jerga técnica, esta clase
de puntos suelen referirse como outliers o atipicos).
Se podria haber obtenido un mejor ajuste para este
punto graduando el factor de ajuste f,;, pero a costa
de menguar el ajuste de los demas. Esta opcién no
nos parecié razonable: no tiene mucho sentido forzar
un algoritmo para adaptarse a un punto atipico porque
éstos, en general, suelen estar afectados de errores
sistematicos. Esta posibilidad es bastante probable al
tratarse de puntos obtenidos al final de intervalos largos
de tiempo. Este tipo de errores sistematicos se discute
en detalle al final de esta seccién.

Para lograr un buen ajuste en cada caso, se debid
graduar el factor fu;: En el caso a, se tomé f,; = 6,
que es el valor recomendado por White [8]. En el caso
¢, se tomd f,; = 1, que también es un valor usado en
la literatura [20], y en todos los demds casos, se usé
faj = 0, que corresponde al modelo tedrico sin término
semiempirico [Ec. ] Es dificil conjeturar cudles son las
principales razones fisicas que conducen a la necesidad de
esta graduacién, dado que los valores de los parametros
y de las condiciones iniciales de cada caso son bastante
diversas (v. Tabla . Aun asi, cabe mencionar que, en
nuestros experimentos, se comprobé cierta dependencia
del factor de ajuste con errores sistematicos en la
posicién de equilibrio del sistema y, consecuentemente,
con la amplitud inicial, lo cual concuerda con resultados
de otros autores [21].

Mas alla de esto, la mera existencia de una gran
cantidad de términos de ajuste, con diferentes grados de
concordancia y confiabilidad, indica que se trata de un
problema complejo y poco esclarecido [16]. En definitiva,
debe tenerse presente que un término de ajuste empirico,
como su nombre lo indica, es un recurso matematico
ad hoc: se elabora simplemente buscando concordancia
entre el cdlculo numérico y los datos experimentales, y
el grado de esta concordancia justifica su uso.

A pesar de las diferencias referidas entre los distintos
casos (a, b, ¢, d, e), es interesante notar que en los cuatro
primeros, el comportamiento cualitativo es muy similar
y la amplitud decrece a aproximadamente la mitad de la
amplitud inicial, a lo largo de 100 periodos. En el 4ltimo
caso (e), sin embargo, el decrecimiento relativo es mucho
mayor, y esto nuevamente puede justificarse por la baja
densidad de la esfera [v. Ec. (13])].

En este caso (e), el ajuste numérico no es tan preciso
como en los casos anteriores, en particular, en los valores
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finales del intervalo. Esto puede deberse a varias razones:

a) En el caso e, el ntmero de Reynolds promedio
varia en un rango mucho mayor que en los casos
anteriores (v. Tabla y, en consecuencia, Cy
también tiene una variacién mayor, en particular
para Re < 10 (velocidades promedio bajas, como
las de los tiltimos puntos del intervalo medido) [16].

b) El valor del periodo en este caso es un 40%
mayor que el promedio de los casos anteriores, lo
cual aumenta el error sistematico acumulativo del
algoritmo de calculo, y el efecto que tienen, en este
algoritmo, los errores sisteméaticos que pueden estar
presentes en el sistema masa-resorte [21].

c) Puede haber errores sistemdticos provenientes de
defectos constantes del sistema masa-resorte o de
perturbaciones esporddicas en el desarrollo del
fenémeno. En ambos casos, suele haber efectos acu-
mulativos que se hacen més notorios en intervalos
grandes de tiempo, en particular cuando el sistema
tiene poca energia y su comportamiento es mas
susceptible a perturbaciones pequenas y al ruido
de fondo. (Esto explica, también, puntos atipicos
como el dltimo del caso ¢).

4.2. Advertencia sobre un error conceptual
comun

Uno de los contenidos mas importantes estudiados en
los laboratorios del ciclo basico universitario es el de
técnicas de graficacion. En este nivel curricular, los
alumnos estudian ajustes lineales entre dos variables, en
particular, el método de cuadrados minimos, y suelen
aplicar estas técnicas para controlar la validez y aplica-
bilidad de un dado modelo.

En el caso de oscilaciones amortiguadas, algunos do-
centes plantean la tarea de hacer un cambio de variables
en la Ec. , tomando logaritmos, y luego graficar las
nuevas variables. De acuerdo a este planteo, si se obtiene
una distribucién alineada de los puntos, esto indica que
el modelo convencional de roce viscoso es valido, y puede
calcularse el coeficiente de amortiguamiento b a partir
de la gréafica. Esta interpretacién constituye un grave
error conceptual que, lamentablemente, se arraiga en el
hecho de que los puntos si suelen alinearse dentro de sus
incertezas de medicién, en particular si tales incertezas
son relativamente grandes.

Analicemos en detalle esta errénea propuesta di-
dactica. Existen dos formas tipicas de “linealizar” la

Ec. , a saber:

bT
In(A4,) =In(4y) — — 2
n(A,) = In(Ap) o (26)
O bien, reordenando,
Ap bT

Por brevedad y sencillez, analizaremos esta tltima, que
corresponde a una recta de pendiente bT/2m que pasa
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Figura 6: In(Ag/A,) vs n — Puntos rojos: Amplitudes experi-
mentales. Curvas verdes: Amplitudes calculadas con el modelo
numérico. Rectas marrones: regresiones lineales de los puntos
rojos. Rectas azules: Amplitudes calculadas con el modelo
de roce viscoso. Los paneles a, b, ¢, d y e corresponden,
respectivamente, a los sistemas designados con estas mismas

letras (v. Fig. [I)).

por el origen (ndtese que para n = 0, el argumento del
logaritmo es 1). Las ordenadas de esta recta estdn dadas
por el primer miembro de la Ec. [y = In(Ap/An)],
y las abscisas por la variable discreta n (cantidad de
oscilaciones).

En la Fig. [6] se ha graficado in(Ao/A,) en funcién
de n, para los cinco casos de nuestro estudio. Los
circulos rojos corresponden al célculo del logaritmo con
las amplitudes medidas experimentalmente (en adelante,
llamaremos a este procedimiento [linealizacion experi-
mental). Las curvas verdes (en adelante referidas como
linealizacion numérica) corresponden al célculo del loga-
ritmo con las amplitudes calculadas a partir del modelo
numérico. Las rectas marrones corresponden a la recta
de regresion lineal de los puntos representados por los
circulos rojos; y las rectas azules, en adelante referidas
como linealizacion del roce wviscoso, corresponden al
célculo del logaritmo con las amplitudes calculadas a
partir de la Ec. , tal como se indicdé en §4.1, es
decir, usando los datos experimentales de Ay, T y m,
y calculando el factor de amortiguamiento b con el
coeficiente 7 del aire y el radio de la esfera en cuestion

[v. Ec. (@)].

4.2.1. Analisis descriptivo de los resultados de la
Fig. [6]

En todos los paneles, los circulos rojos se ven bastante
alineados. De hecho, en todos los casos, el coeficiente de
correlacion lineal de Pearson da un valor muy cercano
a la unidad, tal como se indica en la primera fila de la
Tabla
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Tabla 2: Resultados numéricos mas relevantes de las linealiza-
ciones experimental y de roce viscoso.

Sistema, a b c d e
Coef. 0,9968 0,9992 0,9984 0,9967 0,9973
correlacién de

Pearson

A (ordenada 0,025 0,016 0,000 0,03 015
al origen)

AA (error de 0,007 0,006 0,007 0,01 0,04
la ord. al

origen)

pend. 68,41 141,2 62,32 76,77 40,66

exper./pend.
roce viscoso

Esto indica, a grandes rasgos, que entre In(Ag/A,)
y n existe una relacion muy proxima a la linealidad,
es decir, que los puntos rojos se agrupan en una proxi-
midad estrecha con respecto a la recta de mejor ajuste
(regresién lineal) [22]. (En el apéndice B se ofrece una
interpretacion mas técnica y rigurosa del coeficiente de
Pearson, basada en un trabajo de Rodgers y Nicewander
(1988) [23]).

Por su parte, las curvas de linealizacién numérica (en
color verde), muestran, en general, una curvaturaﬂ muy
leve [24], excepto en el caso e) que, como ya se discutio,
es el caso en que el modelo numérico no ajusta tan bien
como en los demas. Todas las curvas verdes parten del
origen, que representa al punto calculado con la amplitud
inicial en todos los experimentos. Esto evidencia una
buena condicién de ajuste, porque en todos los casos,
en t = 0, en la Ec. (27) se cumple que In(Ag/Ag) =
In(1) = 0, por lo cual puede asegurarse que las curvas
pasan por el origen. Es decir, independientemente de la
incerteza en la medicién de Ag, su valor es el mismo en
el numerador y en el denominador del argumento del
logaritmo, y por tanto, a los fines de estas graficas, el
origen puede considerarse un punto cuya incerteza es
despreciable [25].

En cuanto a las rectas de regresién lineal (en color
marrén), sélo se puede considerar que pasa por el origen
la del caso ¢, siguiendo el criterio de considerar que
una magnitud puede considerarse despreciable cuando
su intervalo de incerteza contiene al valor cero. Es decir,
llamando A a la ordenada al origen, se verifica que, en
el caso ¢, el intervalo (A £ AA) contiene el valor cero
(origen), como puede apreciarse en las filas segunda y
tercera de la Tabla [2] donde se ha redondeado las cifras
significativas al orden del error (estrictamente, A del
caso ¢ es A, = 0,0003. Asi, si se compara el ajuste, a
los puntos rojos, de las rectas de regresién (marrones)
y de las curvas numéricas (verdes), se puede concluir
que en el caso a), la curva numérica ajusta mejor que

3 La curvatura es una propiedad geométrica que puede calcularse
con precisién, para un punto cualquiera de una curva, mediante
operaciones del dlgebra vectorial. Se puede interpretar como la
velocidad con que la curva se aparta de una recta.
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la recta de regresién, pues la curva pasa por el origen,
donde esta centrado el primer punto, y pasa mas cerca
del centro de los circulos, en general. En los casos b) y
¢), las rectas de regresion ajustan un poco mejor que las
curvas numéricas, sobre todo en los puntos mas alejados
del origen, pero debe tenerse en cuenta que el ultimo
punto del caso ¢ es un punto atipico, como ya se discutio.
En el caso d) el ajuste es similar en la recta y en la curva;
y en el caso e), desde luego, la recta ajusta mucho mejor.

Por su parte, las rectas azules (linealizacién del roce
viscoso) apenas se diferencian del eje de las abscisas,
estan muy lejanas de los puntos y su pendiente es mucho
menor que la de las rectas de regresién (ver dltima fila
de la Tabla .

4.2.2. Discusién de los resultados de la Fig. [6]

Si bien los puntos rojos se presentan muy alineados, con
altos valores del coeficiente de Pearson y un buen ajuste
de las rectas de regresién, también las curvas verdes,
correspondientes al modelo numérico, se ajustan muy
bien a los puntos rojos, y es probable que con modelos
de ajuste aiin mas precisos se pudieran obtener diversas
familias de curvas de pequena curvatura que ajustaran
igualmente bien, o mejor, a los datos experimentales.

No se debe perder de vista que la linealidad de la
transformacién logaritmica esté asociada a un comporta-
miento exponencial del decrecimiento de las amplitudes;
y éste, a su vez, es una consecuencia matemdatica de
que, en el modelo de roce viscoso, la fuerza de roce sea
proporcional a la velocidad en la ecuacion diferencial
de movimiento. Pero dado que sabemos que la fuerza
de roce tiene una componente preponderante que es
proporcional al cuadrado de la velocidad, no hay razén
fisica ni matematica para suponer que el amortiguami-
ento sea exponencial, ni tampoco, en consecuencia, que
una transformacién logaritmica sea lineal, aun cuando
la linealidad sea una buena aproximacion.

Por otra parte, el iinico modelo tedrico que deduce
un comportamiento exponencial, es decir, el modelo de
amortiguamiento viscoso, da valores de amortiguamiento
muy alejados de los resultados experimentales.

Al final de la siguiente seccién, se resumen las conclu-
siones de este andlisis.

5. Conclusiones

e Los resultados de este estudio de movimiento arménico
amortiguado indican que la componente predominante
de la fuerza de roce es la de arrastre, y no la de
viscosidad, como indican o sugieren la mayoria de los
textos de mecanica destinados al ciclo basico universita-
rio. Esta conclusién estd avalada tanto por los calculos
del nimero de Reynolds, que indica una proporcién
entre ambas componentes, cuanto por el hecho de que
el decrecimiento de la amplitud de las oscilaciones es
mucho mayor que el predicho por el modelo de roce
viscoso.
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En este trabajo sélo se estudiaron sistemas masa-
resorte construidos con cuerpos esféricos, debido a que
no abundan los modelos tedricos sobre roce viscoso para
otras geometrias, pero cabe suponer que con cuerpos de
formas menos aerodindmicas que la esfera, la prevalencia
de la fuerza de roce seria, al menos, comparable o
mayor aun que la observada en estos casos. Del mismo
modo, se deduce que en otros sistemas oscilatorios y en
otros medios distintos del aire, se observara la misma
prevalencia de la componente de arrastre, siempre que
los valores del nimero de Reynolds sean suficientemente
altos, lo cual es altamente probable en la mayoria de los
casos tipicos.

e Los modelos de ajuste semiempiricos o empiricos
son ttiles para obtener una mejor concordancia entre
los modelos numéricos y los resultados experimentales,
pero no parece claro, a priori, cudl de ellos es el mas
apropiado ni céomo ajustarlo a un dado experimento.
En este trabajo, la graduacion del factor de ajuste
faj definido en la Ec. (8) (v. Apéndice A) se realiz6
por prueba y error. Una vez ajustado apropiadamente
en cada caso, se observa, en general, una muy buena
concordancia entre los resultados experimentales y los
calculos numéricos.

e De la discusién de la Fig. [f] puede concluirse que:

a) Los datos experimentales presentan un compor-
tamiento que puede aproximarse muy bien como
exponencial, pero esto no significa que indefec-
tiblemente sea exponencial; también caben otras
aproximaciones que se ajustan muy bien a los
datos, y en algunas particularidades, aun mejor.

b) Si se tienen en cuenta las dos componentes de
la fuerza de roce, no hay ningin modelo ni base
tedrica que avale un comportamiento exponencial
(ni de ningin otro tipo), porque la ecuacién de mo-
vimiento no tiene solucién analitica. Pero dado que
la ecuacion diferencial de movimiento incluye un
término proporcional al cuadrado de la velocidad,
la posibilidad de un comportamiento exponencial
es, cuanto menos, dudosa.

¢) El tinico modelo teérico que predice un comporta-
miento exponencial es el modelo de roce viscoso,
que no tiene en cuenta la fuerza de arrastre, la
cual es preponderante en la mayoria de los casos
practicos. Y lo que es mas importante, los valores
que predice este modelo estdn muy apartados de
los datos experimentales, lo cual es razén suficiente
para concluir que el pardmetro b de amortiguami-
ento viscoso no puede calcularse a partir de los
datos experimentales por una transformacién loga-
ritmica. De hecho, si b se calculara, erréneamente,
de esta manera, se cometeria un error relativo que
estd dado por el cociente entre la pendiente de
la linealizacién experimental y la de roce viscoso,
indicado en la cuarta fila de la Tabla[2

Por tanto, cabe recomendar, a docentes y estudiantes,
una actitud critica y reflexiva cuando se manipulan
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datos con técnicas graficas, algebraicas o estadisticas, en
particular, al momento de interpretar los resultados. Una
simple tendencia no necesariamente esta asociada a un
comportamiento especifico, ni debe interpretarse como
la convalidacién de un modelo, en particular cuando se
observan considerables discrepancias cuantitativas con
dicho modelo. El ajuste algebraico de modelos aproxi-
mados puede ser valido y 1til, pero debe tenerse presente
que fuera de un contexto heuristico, su aplicabilidad es
muy limitada.
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Material suplementar

El siguiente material suplementario estda disponible en
linea:

Apéndice A: Deduccién de la Ecuacién de la Fuerza de
Roce.

Apéndice B: Una Interpretacién Matematicamente
Rigurosa del Coeficiente de Correlacién de Pearson.
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