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Diversos fené6menos naturais sdo frequentemente modelados usando equagoes diferenciais. Contudo, uma solugdo
analitica de tais equagdes nem sempre é possivel, de forma que métodos numéricos devem fazer parte do arsenal dos
fisicos para estudar seu sistema de interesse. Nesse trabalho esperamos proporcionar uma apresentagao pedagdgica
para projetos que necessitem encontrar as solucdes de equacgdes diferenciais ordinarias por métodos numéricos.
Para isso, usamos o método de Runge-Kutta de quarta ordem para descrever o péndulo simples com a presenga
de uma forca resistiva através dos seus diagramas de fase nos amortecimentos subcritico, critico e supercritico,
por fim comparamos as solu¢des numéricas com os resultados analiticos.

Palavras-chaves: Métodos numéricos, Runge-Kutta, Péndulo amortecido.

Various natural phenomena are often modeled using differential equations. However, an analytical solution of
such equations is not always possible, so numerical methods must be part of the physicists’ arsenal to study their
system of interest. In this work we hope to provide a pedagogical presentation for projects that need to find
solutions to ordinary differential equations using numerical methods. For this, we use the fourth-order Runge-
Kutta method to describe the simple pendulum with the presence of a resistive force through its phase diagrams
in subcritical, critical and supercritical damping, finally we compare the numerical solutions with the analytical

results.

Keywords: Numerical methods, Runge-Kutta, Damped pendulum.

1. Introducao

Equacgoes diferenciais tém um papel extremamente im-
portante em todas as areas da Fisica. Contudo, uma
solucdo analitica pode ser extremamente dificil, seja
pela dificuldade matematica, fugindo do escopo do
projeto, seja pelo tempo ou aproximagoes necessarias
para sua resolucdo. Existem ainda os casos em que
solugoes analiticas s@o impossiveis de serem obtidas.
Nesse cenario, os métodos numéricos surgem como uma
ferramenta poderosa nas maos de pesquisadores e es-
tudantes. Existem diversos métodos numéricos, como o
método de Euler, Metropolis, Decomposiciao de Adomian
e muitos métodos especiais sdo desenvolvidos ainda
hoje no estudo de casos especificos. Métodos numéricos
computacionais tomaram grandes proporg¢oes com a
popularizacdo dos computadores portateis. A escolha
de um método depende do problema abordado e do
equilibrio que o pesquisador deseja entre o tempo de
computagdo e a precisao do algoritmo. Dentre eles,
um dos mais conhecidos sdo os métodos de Runge-
Kutta, que foram desenvolvidos por volta de 1895 pelos
matematicos alemaes Carl David Tolmé Runge e Martin
Wilhelm Kutta. O método tradicionalmente ¢ utilizado
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pela sua eficicia em resolver equagoes diferenciais de
primeira ordem com problema de valor inicial. Consiste
em uma familia de métodos iterativos para aproximar
numericamente a solugdo exata de uma equacao diferen-
cial ordinaria pelos primeiros n termos da expansao em
série de Taylor, aproveitando o melhor do método de
Euler [1].

No presente trabalho, focaremos no método de Runge-
Kutta com passos de tamanho fixo. Esse método possui
certos inconvenientes, como o gasto computacional em
regides da funcgao estudada onde passos maiores seriam
suficientes para obter solugdes com erros pequenos.
Apesar de existirem diversos métodos que adaptam o
tamanho do passo, pretendemos apresentar uma intro-
ducdo ao método, por isso, estudaremos o método mais
simples, com tamanho de passo fixo.

Utilizamos como sistema para aplicar o método numé-
rico de Runge-Kutta de quarta ordem o péndulo simples
com amortecimento. H4 mais de 400 anos o péndulo é
um dos instrumentos mais estudados na fisica, desde as
observagoes de Galileu nos séculos XVI e XVII, funda-
mentais para o desenvolvimento de sua cinemaética e da
dindmica newtoniana [2]. Equagdes de movimento [3H5],
efeitos de memoéria e ndo-linearidades [6] [7], corre¢oes
na amplitude [8] e periodo [9], e grandezas medidas
em regimes de grandes oscilagoes [I0] continuam como
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temas de grande interesse. Por esta razao, a descrigao de
seu movimento esté presente na maioria dos livros-texto
de fisica, seja de cursos superiores ou do ensino médio.
Além do interesse no proprio sistema, sua relevancia é
ampliada por muitos fenémenos fisicos serem governados
por equagbes diferenciais semelhantes, como processos
de relaxagéo [I1], elasticas [12], juncdes Josephson boso-
nicas [I3], entre outros.

Assim, nosso objetivo é apresentar uma forma sistema-
tica de implementar o método de Runge-Kutta de quarta
ordem de forma simples e didatica. Mais ainda, utiliza-
mos o método para obter o diagrama de fases do péndulo
em casos onde existe a presenca de uma forga resistiva.
Para isso, o texto a seguir é dividido em quatro seg¢bes.
Na segunda secao, descrevemos o método de Runge-
Kutta de quarta ordem e sua utilizacdo na solucao de
uma equagao diferencial. Na terceira secao, discutimos o
sistemas fisico no qual o método foi usado para obter os
seus diagramas de fase. Nossos resultados numéricos sao
apresentados na quarta se¢do e 0s comparamos com as
solugbes analiticas. Por fim, sumarizamos os resultados
e apresentamos as consideragoes finais nas conclusoes.

2. Runge-Kutta de Quarta Ordem

Os métodos de Runge-Kutta foram desenvolvidos por
volta de 1895 e possuem grande eficicia em resolver
equagoes diferenciais de primeira ordem com problema
de valor inicial. O objetivo dessa secdo é demonstrar
as equagoes do método e sua implementacdo em um
algoritmo computacional. Iniciaremos descrevendo o mé-
todo de Euler, que corresponde ao método de Runge-
Kutta de primeira ordem. Para isso, considere a equacao
diferencial linear de primeira ordem nao-homogénea

dy(z)
dx

+ k(z)y(z) = wlx),
que de maneira geral podemos também escrever como

y/('r) = F(x’y)7 (1)

com y'(x) = dy(z)/dx e o valor inicial dado por
y(z0) = yo. Queremos encontrar uma aproximagao para
a solucao y(x) dessa equagdo diferencial a partir do valor
inicial. Para isso, comecamos considerando a expansao
em série de Taylor de uma dada fungéo y = f(z) préxima
a um ponto a, dada por [14],

@) = vl + @ — /(@) + C Ly )
NGl 77 SN o CAt) KWES
e s = 30 CTA )

(2)

A expansdo em série de Taylor nos permite avaliar
funcoes na proximidade de determinado ponto, como o
ponto a acima. Assim, na proximidade de g, o ponto x
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é escrito como x = xg+h, onde h é chamado de tamanho
do passo, ou seja, o ponto z onde estamos avaliando a
funcdo estd a uma distancia h do ponto inicial. Com isso,
a partir da equacao , a expansao em torno de xy pode
ser escrita na forma
h2
y(x) = y(zo + h) = y(zo) + hy'(z0) + gy”(ﬁﬂo)
h3 '
_|_

" o)+ 3)

Na expansao acima vamos considerar o tamanho do
passo pequeno, de tal forma que podemos desprezar
os termos de ordens superiores (h% h3,...). Portanto,
o método de Euler consiste em aproximar a funcao y(z)
da seguinte forma

y(wo +h) =~ y(xo) + hy' (o). (4)

2.1. Implementacgao

2.1.1. Métodos de Euler e de Runge—Kutta de
segunda ordem

O dominio da funcéo, o eixo x, deve ser dividido em n
partes (n € N). Toma-se um ponto inicial zy e calcula
a funcao no ponto subsequente, ou seja, r1 = xo+ 1 X h
usando a equagao . A partir de x; calculamos a funcao
em r9 = x1 + h = g + 2 X h. Portanto, o valor para a

fungdo num ponto posterior z,41 = z, + h é obtido
a partir do ponto anterior z,, = zg + nh usando a
aproximacdo (com erro da ordem h?):

Y(@ns1) = y(n) + hy/(xn)a (5)

que traduz o método de Euler ou método da reta
tangente. Com o propoésito de verificar a precisao dessa
aproximagao consideremos como exemplo a fungao expo-
nencial f(z) = e* com o tamanho do passo h = 0,1. A
tabela [I] mostra a comparagio dos valores reais desta
funcdo em trés valores de zo (0,5,1,0 e 2,0) com a
aproximagdo pelo método de Euler. O erro absoluto,
||valor real - valor aproximadol|, também foi calculado e
mostrado na tabela 1 para n = 1 (um passo) e n = 10
(dez passos).

Vemos que o erro cresce quando aumentamos o nu-
mero de passos, ou seja, o nimero de passos entre a
condigdo inicial e o ponto em que estamos calculando a
fungdo. Apesar do erro do truncamento diminuir quando
usamos um valor A menor, o erro do arredondamento
acaba aumentando. Para reduzir o erro, faremos uma
nova aproximacao.

Considere agora, usando a equacao , expansoes
em série de Taylor da fun¢do y(x) em torno do ponto
Tpy1/2 = Tp + h/2, com um tamanho de passo de h/2.
A primeira expansao é aplicada a y(2,+1), produzindo

Y(rns1) = Yz + 1/2)+ oy (on +5/2)

2
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Tabela 1: Valores exatos e aproximados pelo método de Euler
da fung3o f(x) = e” e os erros absolutos em trés valores de xg
com h=0.1 paran=1en=10.

valor valor
Tn = To +nh exato aproximado erro
Zo (n=1) f(z1) f(z1) absoluto
0,5 0,6 1,82212 1,81359 0,00853
1,0 1,1 3,00417 2,99011 0,01406
2,0 2,1 8,16617 8,12796 0,03821
valor valor
Tn = To +nh exato aproximado erro
Zo (n =10) f(z10) f(z10) absoluto
0,5 1,5 4,48169 4,46072 0,02097
1,0 2,0 7,38906 7,35448 0,03457
2,0 3,0 20,08554 19,9916 0,09398

em que O(h?) indica termos envolvendo poténcias de h
com expoente maior ou igual a 3. A segunda expansio é
aplicada “para tras”; a y(x, ), produzindo

Y(ra) = Yo+ 1/2) — oy o+ 1/2)

1 (h\?
5 (2) Y@+ 1/2) + O, (7)
Subtraindo a equagao (7)) da equacio (6]), obtemos

Y(@ns1) — y(n) = hy/(zn +h/2) + O(hg)a (8)

j& que os termos proporcionais a h? se cancelam. Com
isso, obtemos uma aproximacéo correta até ordem h®:

Y(@ny1) ~ y(zn) + hy/(xn +h/2). (9)

A equagao acima é conhecida como método de Euler
modificado, método de Heun ou método de Runge-
Kutta de segunda ordem. Comparando os resultados
das expressoes e @, observamos que a ultima
aproximagao apresenta um resultado mais preciso, uma
vez que o valor da derivada é calculada num ponto
mais préximo de zg. O erro envolvido nesse caso é da
ordem h3.

2.1.2. Runge-Kutta de quarta ordem

O método de Runge-Kutta de quarta ordem, ou simples-
mente RK4, é um dos mais utilizados para obter solugoes
aproximadas de valor inicial, ele é obtido a partir do
mesmo procedimento descrito anteriormente, porém com
aproximagao de quarta ordem, resultando em mais trés
interagoes na aproximacao da equacao @, conforme
os quatro passos do algoritmo apresentado a seguir.
A ordem do método indica o niimero de pontos usado em
um subintervalo para determinar o valor da inclinagao,
portanto, o método de Runge-Kutta de quarta ordem
utiliza a inclinacdo em quatro pontos [I5].

O método RK4 tem um erro de truncamento local
proporcional a h°, ou seja, é trés ordens de grandeza
mais preciso do que o método de Euler que tem um
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120 e Runge-Kutta
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Figura 1: Grafico analitico da funcdo exponencial em vermelho
para comparacdo com as solu¢Ses obtidas pelo método de Euler
(pontos verdes) e Runge-Kutta de quarta ordem (pontos azuis).

erro da ordem h%. Apds m passos, o erro acumulado é
. 5 .

proporcional a nh®. A seguir apresentamos as quatro

interacoes presentes no RK4:

ki = F(l'myn)v (10)
h h
ky = F<xn+,yn+k1>, (11)
2 2
h h
k?) =F (xn + = Yn + k2> ) (12)
2 2
]{54 = F(l‘n+h,yn+hk3), (13)
k1 + 2ko 4+ 2ks + k
) e

Com o objetivo de comparar a eficiéncias dos dois
métodos resolveremos a seguinte equagdo diferencial
ordinaria

y'(x) —y(z) =0, (15)

com condi¢do inicial y(0) = 1. E facil verificar que a
solucdo analitica dessa simples EDO é a fungdo exponen-
cial y(z) = e”. Na Figura sdo mostrados os gréaficos
dessa funcao a partir da condi¢do inicial anterior pelo
método analitico (em vermelho), pelo método de Euler
(em verde) e pelo método de Runge-Kutta de quarta
ordem (em azul) os dois ultimos usando o tamanho do
passo h = 0.1. Nota-se que o erro cumulativo do método
de Euler mencionado acima se torna visivel para uma
grande quantidade de passos, enquanto que a solu¢ao do
método Runge-Kutta de quarta ordem permanece com
uma boa aproximacao, mesmo com grandes quantidades
de passos.

O conjunto de equacoes apresentado na equagao
descreve a implementacdo do método de Runge-Kutta
de quarta ordem para uma unica equagao diferencial,
ou ainda, uma equacao diferencial de primeira ordem.
O método pode ser utilizado para resolver equagoes dife-
renciais de segunda ordem se transformarmos em um sis-
tema com duas equagoes diferenciais de primeira ordem
a partir da introdugdo da varidvel adicional z = dy/dz.

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 46, €20240088, 2024



€20240088-4

Para o péndulo amortecido, por exemplo, observamos
equagoes diferenciais de segunda ordem. O mesmo pro-
cedimento pode ser utilizado para analisar outros pro-
blemas que envolvem sistemas de equagoes diferenciais
acopladas, como o estudo de modelos epidemiolégicos
[T6HIS], por exemplo. Agora, faremos a descri¢cio mate-
matica do péndulo amortecido, nosso sistema de estudo.

Os codigos da implementagdo foram escritos em
Python e serao apresentados nos apéndices. Nas se¢oes
seguintes, montamos os diagramas de fase do péndulo
amortecido com diferentes tipos de amortecimentos
usando o método escrito e também deixamos disponiveis
seus codigos nos apéndices.

3. Péndulo com Amortecimento

Estamos interessados em descrever o péndulo simples
constituido por um fio inextensivel de comprimento [
com uma massa m em sua extremidade movendo-se num
fluido viscoso com uma forga resistiva ﬁ proporcional a
velocidade UE

fr=—bt=—b(1)0. (16)

com b a constante de amortecimento e o sinal menos
indicando que a forga é contraria ao vetor velocidade.
Encontramos a equacdo de movimento do péndulo a
partir da segunda lei de Newton, que serd dada pela
seguinte equagao diferencial de segunda ordem

m(l6) = —b(10) — mg senf = 6+ %9 + % senf = 0,
(17)

ou ainda
0 +~0 + wi senf = 0, (18)

onde v = b/m e wy = +/g/l. Na aproximacio de
pequenas oscilagdes, a equagdo (18] é escrita na forma

0+~0+wio=0. (19)

Como era de se esperar a aplicacdo da lei de Newton
resultou em uma equacédo diferencial de segunda ordem.
Para uma dada equacao diferencial, cada par de con-
dicao inicial descreve uma dindmica tnica do sistema
estudado. A evolugao temporal de um sistema pode ser
descrita a partir de suas condic¢oes iniciais (posigao e
velocidade).

Dependendo da relagdo entre v e wg podemos ter trés
tipos de solugoes:

1. v < 2wq: amortecimento subcritico;
2. 7 = 2wp: amortecimento critico;
3. 7 > 2wp: amortecimento supercritico.

1 Em coordenadas polares: 7 = 7 + r60. Quando r = | = const.,
teremos ¥ = (10)6.
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Com isso, podemos estudar os diferentes tipos de amor-
tecimentos analisando «y. Para nos concentrar apenas no
resultado da variacdo de v em cada caso, mostraremos
os resultados dos trés amortecimentos com as mesmas
condigoes iniciais, a amplitude angular inicial 8y = 0,01
rad e a velocidade angular inicial 6y = 0,0 rad/s. Note
que, para 6y = 0,01, a diferenga entre 6y e sen(fy) é
de menos de 0,002%. Em todos os casos, escolhemos
g = 98Im/s> e | = 1,5 m, consequentemente wy
é o mesmo. O estado do sistema é completamente
determinado a partir de duas varidveis, a posicao 6(t)
e a velocidade (t).

Pode-se, entdo, estudar a dindmica em um espago
formado por essas varidveis, o espago de fase, um
espaco 2n dimensional para um sistema com n graus
de liberdade. Assim, no sistema que estamos estudando,
se resume a um plano. No espago de fase, o estado varia
ao longo do tempo, descrevendo uma trajetéria. Cada
par de condigGes iniciais descreve uma tUnica trajetéria
e o conjunto de todas as trajetorias possiveis para todas
as condigOes iniciais forma o diagrama de fase. Assim, a
andlise de trajetérias do diagrama de fase pode auxiliar
o estudo fisico de determinado sistema. Por exemplo,
em sistemas conservativos, as trajetérias serdo curvas
fechadas enquanto em sistemas dissipativos, as curvas
irdao espiralar e tenderdo a origem com o passar do
tempo. Esse método se torna especialmente interessante
no estudo da estabilidade de pontos de equilibrio e na
analise de sistemas nao-lineares. No sistema que estamos
lidando, esperamos observar esse comportamento, ou
seja, trajetérias que terminam no ponto (6,8) = (0,0).

Para facilitar a visualizacdo, os gréaficos apresentados
nas segoes seguintes apresentam resultados limitados a
t = 15s, pois os pontos gerados pela solugdo numérica
se tornam bastante préximos dos resultados analiticos,
praticamente indistinguiveis a olho nu.

3.1. Amortecimento subcritico

A solucdo analitica para a equacéo diferencial no
caso em que 7y < 2wp é dada por [19]

0(t) = Ae™ 2" cos(wt + @), (20)

2 ~
com w = \/wz—% e as constantes A e ¢ sdo

determinados pelas condigoes iniciais, como dissemos
anteriormente, 6y = 6(0) = 0,01 rad e 6y = 6(0) = 0,0
rad/s,

B

cos(¢)’

_ 1 (b v
¢ = arctan {w (90 + 2>} ,

onde escrevemos A em funcdo de ¢ para simplificar
a equacgdo. A velocidade angular é obtida derivando a
equagao (20) no tempo, com isso obtemos

0(t) = —Ae 3! [w sen(wt + ¢) + % cos(wt + (b)} . (22)

A=
(21)
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Figura 2: Nas figuras (a) e (b) vemos os graficos das funcgdes
0(t) e O(t) descritas no texto, obtidas para o péndulo com amor-
tecimento subcritico. Os graficos foram obtidos para v = 0,1w,.
Os pontos azuis representam as solucées numéricas usando o
método de RK enquanto a linha continua vermelha representa
as solucdes analiticas.

0.02

0.01

0.00

é(rad/s)

-0.01

-0.02

—0.010 —0.005 0.000 0.005
O(rad)

0.010

Figura 3: Trajetdria no espaco de fases obtida para o péndulo
com amortecimento subcritico com condic8es iniciais §p = 0,01
rad e §p = 0,0 rad/s. A linha continua vermelha corresponde ao
resultado analitico enquanto os pontos azuis foram obtidos pela
solucdo numérica.

Na Figura [2| a seguir sdo apresentados os gréaficos das
solugoes analitica e numérica para a posigdo angular e a
velocidade angular usando como condic¢des iniciais. No
apéndice A apresentamos o c6digo em Python do Runge-
Kutta para este caso do péndulo subcritico. Observamos
na Figura que a amplitude das oscilagoes diminui
com o tempo, caracteristica do envelope exponencial que
multiplica a funcdo senoidal na equacao . Devido
ao amortecimento, a amplitude ird diminuir até que o
péndulo pare devido a perda de energia.

A trajetoria resultante no espago de fases, construida
a partir das solugdes para 6(t) e A(t) é mostrado na
Figura . Como descrito anteriormente, a trajetoria
é uma curva em espiral partindo do ponto dado pelas
condigoes iniciais e seguindo para a origem.

3.2. Amortecimento critico

Se, na equacgao , admitirmos que a constante b =
2m\/gi/l temos o caso do péndulo com amortecimento
critico. Neste caso, a constante v é dada por v = 2wg € a
solucdo da equacao diferencial de segunda ordem é dada
pela equacao [19]

0(t) = (A+ Bt)e 3 1. (23)
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a constante A é obtida a partir da condi¢do inicial
0(0) = 6y, o que resulta em A = 6y. A constante B é
determinada pela segunda condicio inicial 8(0) = 6y,
o que fornece B = 0y + woby. Com essas constantes
determinadas reescrevemos a equacao como:

0(t) = [90 + (é() + w(ﬂo)t] e 3 Y (24)

e apds a derivagdo a equagdo para a velocidade angular
fica,

0(t) = [fo — wo(fo + wobo)t] e~ =" (25)

Na Figura mostramos o comportamento das fun-
¢oes 0(t) da equagao e 9(t) da equacao . A equa-
¢ao para o péndulo com amortecido critico mostra
que o valor da variavel angular diminui rapidamente com
o tempo devido ao fator exponencial. Esse comporta-
mento pode ser observado na Figura a), construida
utilizando o método de Runge-Kutta, cujo cédigo esté
no apéndice B. Por outro lado, a velocidade angular pode
apresentar uma mudanga de comportamento devido ao
sinal negativo observado na equacao e apresentado
na Figura (b) A velocidade angular diminui rapida-
mente o seu valor até atingir um minimo, quando volta
a crescer até se anular.

Com o método de Runge-Kutta obtemos os gréaficos
apresentados na Figura , que mostram como a posicao
angular e a velocidade angular variam com o tempo para
o péndulo com amortecimento critico, e a trajetoria no
diagrama de fase obtida para esse péndulo é mostrada
na Figura . Percebemos que inicialmente, devido ao
fator exponencial, a particula acelera rapidamente e
depois desacelera para tempos maiores uma vez que
a exponencial decresce mais rapidamente até atingir a
velocidade angular nula. Diferente do resultado anterior,
nao vemos uma espiral. A trajetéria apresenta uma
concavidade, pois a velocidade aumenta em médulo, mas
com sinal negativo. Entao, a velocidade passa a diminuir
seu modulo até chegar a zero.

0.010 0.000

—— Analitico

0.008 + Numérico ~0.002
50.006 $-0.004
= o
©0.004 -® —0.006

0.002

—— Analitico
Numérico

—0.008

0.000

0 5 10 15
t(s) t(s)

(a) (b)

Figura 4: Na figura, vemos o grafico das funcdes (a) 6(¢) e
(b) 6(t) para o péndulo com amortecimento critico, descrito
no texto. Os graficos foram obtidos para v = 2w,. Em ambos
os graficos, um ponto preto maior que os demais assinala as
condicBes iniciais. Os pontos azuis representam as solucGes
numéricas usando o método de RK enquanto a linha continua
vermelha representa as solucdes analiticas.
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0.000

—0.002

—0.004

é(rad/s)

—0.006

—0.008

0.0000 0.0025 0.0050 0.0075 0.0100
O(rad)

Figura 5: Trajetéria no espaco de fases obtida para o péndulo
com amortecimento critico com condic&es iniciais 8y = 0,01 rad
ey =0,0 rad/s (apresentadas no grafico como um ponto preto
maior que os demais). Os pontos azuis foram obtidos a partir
da solucdo numérica usando o método de RK enquanto a linha
continua vermelha representa a solucdo analitica.

3.3. Amortecimento supercritico

O amortecimento supercritico do péndulo é observado
quando a constante v > 2wg. A solucdo da equagao (19)
é [19]

0(t) = (Ae®t + Be™¥t) e 3, (26)
onde

o=@ o

a-glo+l(0+0)] e

B=;|:90—i(9.0+7§0):|. (29)

A velocidade ¢ obtida derivando a equagio equagdo (26)),
portanto

B() = [A (w- %) et B (w+ %)] e~@HDL (30)

Para verificar o comportamento das expressoes an-
teriores utilizaremos o valor v = bwy. Os graficos da
posicao angular e velocidade angular para o péndulo
com amortecimento supercritico estdo mostrados na
Figura @ enquanto o cédigo do Runge-Kutta estd no
apéndice C. Como o caso anterior, a varidavel angular
vai rapidamente a zero enquanto a velocidade angular
comeca assumindo valores negativos antes de diminuir
seu médulo até chegar a zero. Contudo, para o pén-
dulo com amortecimento supercritico, observamos que
o grafico apresenta uma curva menos aguda do que o
caso anterior, enquanto a velocidade atinge um minimo
menor, em modulo, do que o anterior.

A trajetéria no espago de fase para o péndulo com
amortecimento supercritico é mostrada na Figura .
Nesse caso, a trajetéria tem uma aparéncia mais aguda
que o anterior, em virtude dos menores valores atingidos
pela velocidade. Novamente, nao vemos espirais nessa
imagem devido ao amortecimento mais intenso. A traje-
toria rapidamente chega a origem.
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0.010

—— Analitico
0.008 + Numérico
50.006 a
54 3
z g
©0.004 =
0.002 — ti
-0.004 ﬁnah?c,o
0.000 umerico
0 5 10 15 0 5 10 15

t(s) t(s)

(@ (b)

Figura 6: Nas figuras (a) e (b), sdo mostradas o grafico
das funcdes 0(t) e 0(t) para o péndulo com amortecimento
supercritico com 7y = 5wy, respectivamente. A solucdo analitica
¢é apresentada como uma linha continua vermelha e as soluces
obtidas com o método de RK como pontos azuis nas imagens.
Em ambos os graficos, um ponto preto maior que os demais
assinala as condicdes iniciais 6y = 0,01 rad e 6 = 0,0 rad/s.

0.000

—-0.001

é(rad/s)
|

|

s 2
o °
S o
o 0

—0.004

0.0000 0.0025 0.0050 0.0075 0.0100
O©(rad)

Figura 7: A trajetéria no espaco de fase obtida com condicSes
iniciais o = 0,01 rad e §p = 0,0 rad/s (mostrada no grafico
como um grande ponto preto) é apresentada no grifico em
vermelho (solu¢do analitica) e como pontos azuis (solucio
numérica).

4. Regimes de Validade

Nas secOes anteriores, mostramos as solugoes para o pén-
dulo amortecido em regimes cujas equacgoes diferenciais
apresentam solucdo analitica. Essas solucoes sao validas
quando sen(f) ~ 6. Para mostrar as solugdes usando o
método de Runge-Kutta, escolhemos 6 = 0,01 rad, o
que estd condizente com a aproximagao. Para ilustrar,
o grafico na Figura [Bh abaixo mostra a comparagio

1.5

0.57 0.02
o4l 001
gO. 0.00{ee"""
o £0.3{ 0.00 015 0.30
g
----- £.0.2
0.5 g s
B
g 0.1 .
0.0 e
0.0 0.00 0.15 0.30 0.0/
0.0 0.5 1.0 1.5 0.0 0.5 1.0 1.5
O(rad) O(rad)

(a) (b)

Figura 8: Comparacdo entre as funcdes sen(6), pontos azuis, e
0, a linha continua vermelha, mostrada na figura (a) evidencia
o regime no qual a aproximac3o seno(f) = 6 é valida. O inset
da figura mostra as mesmas funcdes para angulos menores do
que 0,30 radianos. Em (b), mostramos o erro percentual entre
as duas funcdes. O inset de (b) mostra o erro percentual para
angulos menores do que 0,30 radianos.
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0.0

é(rad/s)

-0.2
60=0.3

6,=0.9 R p

-0.3 -0.6

0.0 0.1 0.2 0.3 0.0 0.2

O(rad)

(a)

0.4 0.6 "70.00 0.25 0.50 0.75

O(rad) O(rad)

(b) (c)

Figura 9: Trajetdrias no espaco de fase para o sistema criticamente amortecido no regime de pequenas oscilacdes (linha continua
vermelha) e usando o Runge-Kutta de quarta ordem (pontos azuis) com a posicdo angular inicial de 0,3 rad (a), 0,6 rad (b) e 0,9

rad (c).

entre entre valores exatos de sen(f) e os valores de 6
em radianos, para o angulo variando entre 0.0 e 1.5
radiano com pontos distanciados de 0.02 radianos. No
inset destacado no grafico estd indicado um zoom na
regiao para angulos menores do que 0.30 radianos, no
qual observa-se uma concordancia muito boa entre as
duas funcgdes.

Na Figura [8b, mostramos o aumento do erro percen-
tual entre os valores de sen(#) e os valores de 0, calculado
como |sen(f) — 0|/sen(f). Nota-se, no inset, que o erro
da aproximagcao é de menos de 2% para Angulos menores
do que 0,30 radianos.

Escolhemos mostrar nossos resultados no regime de
pequenas oscilagbes pois as equacdes diferenciais pos-
suem solucgdo analitica, de forma que podemos comparar
o resultado exato com o resultado obtido pelo método
numérico. Uma vez que observamos a precisdo do mé-
todo, é interessante compara-lo com resultados onde a
aproximagao deixa de ser valida. Na Figura[9 mostramos
trés graficos contendo as trajetérias no espago de fase no
regime criticamente amortecido.

A Figura [h mostra o caso em que a posigdo angular
inicial é 0,3 radianos. Como discutimos, o erro na
aproximacgao do seno pelo dngulo é de menos de 2%.
Esse resultado se reflete no grafico que apresenta uma
boa concordéncia entre os dois métodos. Contudo, au-
mentando 0y para 0,6 radianos (Figura |§|b) e 0,9 radianos
(Figura[0), as solugdes se distanciam perceptivelmente.
Nesses casos, a solucao analitica discutida anteriormente
deixa de representar satisfatoriamente o sistema apre-
sentado e é preciso usar métodos numéricos para resolver
as equacoOes diferenciais. Resultados semelhantes séo
mostrados na Figura para os regimes subamorte-
cido [L0|(a) e sobreamortecido [L0|b). Observamos que, a
medida que o angulo inicial aumenta, é bastante dificil
perceber a diferenca entre as duas solugdes no caso
subamortecido. Contudo, as trajetérias para o regime
sobreamortecido ja revelam uma diferenga consideravel
entre a solucdo analitica e a solugdo numérica, assim
como visto no caso criticamente amortecido.
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Figura 10: Comparagdo entre as trajetdrias no espaco de fase
para os regimes subamortecido (a) sobreamortecido (b). As solu-
cdes obtidas no limite de pequenas oscilacdes sdo apresentadas
como linhas continuas vermelha e os pontos azuis representam
o resultado obtido usando o Runge-Kutta de quarta ordem na
equacio diferencial sem aproximacdo. A posicdo angular inicial
aumenta de cima para baixo, sendo a primeira linha 0,3 radianos,
a segunda linha 0,6 radianos e a dltima linha 0,9 radianos.

5. Conclusoes

Diferentes métodos numéricos sdo usados por fisicos a
depender do problema estudado pelo pesquisador. Um
dos mais poderosos métodos para resolver equacgoes dife-
renciais de primeira ordem com problema de valor inicial
é o método de Runge-Kutta de quarta ordem. Nesse
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trabalho, discutimos esse método e sua implementacao
em linguagens de computagao (escolhemos Python para
isso). Mostramos como implementar o método para
resolver um problema tradicional da fisica, o péndulo
amortecido. Confirmamos os resultados ao compara-los
com as solugoes analiticas desses sistemas fisicos. Espe-
ramos que nosso trabalho sirva de ajuda como um estudo
introdutodrio para estudantes que realizarao projetos de
pequisa que necessitem obter solugées numéricas de
equagoes diferenciais.
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Material Suplementar

O seguinte material suplementar estd disponivel online
Apéndice A: Cédigo: Péndulo com amortecimento
subcritico.

Apéndice B: Codigo:
critico.

Apéndice C: Cédigo:
supercritico.

Péndulo com amortecimento

Péndulo com amortecimento
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