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Abstract  

Resumo

In this work a computational model, based on the finite element method was implemented, to simulate the early age concrete behavior, 
having as a special feature, the evaluation of the cracking risk. The finite element analysis encloses the computational modeling of the 
following phenomena: chemical, thermal, diffusion and mechanical which occur at the first days after the concrete cast. The developed 
software results were compared with experimental values found in the literature, demonstrating an excellent agreement for all the imple-
mented analysis.
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Neste trabalho é apresentado um modelo computacional, baseado no método dos elementos finitos, para a simulação do comporta-
mento de peças de concreto nas primeiras idades, tendo, em especial, o propósito de avaliar o potencial risco de fissuração. A análise 
por elementos finitos abrange a modelagem computacional dos fenômenos químicos, térmicos, de difusão de umidade e mecânicos que 
ocorrem nos primeiros dias após o lançamento do concreto. Os resultados desta modelagem computacional foram comparados com 
valores experimentais encontrados na literatura, demonstrando excelente aproximação em todas as etapas de solução implementadas.

Palavras-chave: Concreto. Primeiras Idades. Análise Térmica. Análise de Difusão de Umidade. Análise Mecânica.
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1.	 Introdução

Durante os últimos anos vêm sendo desenvolvidas diversas ferra-
mentas numéricas com o objetivo de avaliar as medidas adotadas 
para diminuir o risco de fissuração nas primeiras idades do con-
creto (Lura, 2000; Morabito, 1998; Shah, 1994). Estas ferramentas 
se baseiam em modelos matemáticos capazes de descrever os 
acoplamentos térmicos, hídricos, químicos e mecânicos.
Neste trabalho, conforme Aurich (2008), é descrita uma metodo-
logia para avaliar o potencial risco de fissuração de uma estrutu-
ra de concreto nas primeiras idades. Implementaram-se, através 
do Método dos Elementos Finitos, modelos que reproduzem os 
principais aspectos dos fenômenos químicos, térmicos, de difusão 
de umidade e mecânicos que ocorrem nos primeiros dias após o 
lançamento do concreto.
Na análise química é determinado o calor gerado pelas rea-
ções exotérmicas de hidratação do cimento através de uma 
curva de elevação adiabática da temperatura do concreto. 
Para o calor gerado por unidade de volume é calculado um 
valor equivalente nodal que será considerado na análise que 
se segue. 
Na análise térmica, além do calor gerado pelas reações químicas 
do processo de hidratação do cimento, considera-se o fluxo de ca-
lor devido à diferença de temperatura entre o corpo e o ambiente. 
Em função das propriedades térmicas e geométricas do corpo em 
estudo são determinadas as temperaturas nodais. Estes valores 
de temperatura serão dados de entrada para a última etapa do 
algoritmo de solução, a análise mecânica.
Na seqüência, realiza-se a análise de difusão de umidade. Apro-
veitando a semelhança entre as equações que regem os fenôme-
nos de transferência de calor e difusão de umidade, empregam-se 
os mesmos procedimentos da etapa anterior para a determinação 
do valor nodal da umidade relativa dos poros. Estes valores tam-
bém serão utilizados na análise mecânica.
Na análise mecânica, por sua vez, são calculados os estados 
de tensões decorrentes das variações de temperatura e umi-
dade determinadas nas etapas anteriores e dos fenômenos de 
retração e fluência do concreto. Quando o estado de tensão de 
determinado ponto de integração atinge a superfície de ruptura, 
o ponto passa a ser considerado fissurado. O programa consi-

dera a fissuração através de um modelo de fissuras distribuídas 
com fisssura fixa. 
Os resultados desta modelagem computacional são comparados 
com valores experimentais encontrados na literatura, demonstran-
do excelente aproximação em todas as etapas de solução imple-
mentadas. 

2.	 Análise Química

Nesta análise, o calor gerado pelas reações exotérmicas de hidra-
tação do cimento é determinado por uma curva de elevação adia-
bática da temperatura do concreto. No presente estudo, pode-se 
optar entre a curva proposta pelo Japan Society of Civil Engineers 
(JSCE, 1999), como pode ser observado na figura 1, ou uma curva 
determinada a partir de dados experimentais.
De acordo com o JSCE (1999), pode-se estimar o valor de eleva-
ção das temperaturas adiabáticas durante o desenvolvimento das 
reações de hidratação, conforme a equação 1.

onde: 
• ∆Tmax: elevação máxima de temperatura alcançada pelo cimento 
no ensaio de calorimetria;
• t: tempo (entre 0 e 70 dias).
Esta análise gera uma carga volumétrica, numa analogia perfeita 
com peso próprio, mas no lugar de uma força, gera calor. Este 
calor gerado pelo aumento de temperatura no interior do corpo é 
dado de entrada para a próxima etapa, a análise térmica.
 
3.	 Análise Térmica

De acordo com Bathe (1996), para uma análise de transferên-
cia de calor em um corpo bidimensional, admitindo-se que o 
material siga a Lei de Fourier de condução de calor, pode-se 
escrever que:

onde:
• qx, qy: fluxos de calor por unidade de área;
• θ: temperatura do corpo;
• kx, ky: condutividades térmicas correspondentes aos eixos prin-
cipais x,y.
Considerando o equilíbrio do fluxo de calor no interior do corpo, 
tem-se que:

onde qB é a taxa de calor gerado por unidade de volume.
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e, Qi são os fluxos de calor concentrados. Cada Qi é equivalente 
ao fluxo de calor na superfície, sobre uma área muito pequena. A 
barra sobre a temperatura θ indica que uma distribuição de tempe-
ratura virtual está sendo considerada.
No problema de transferência de calor pode se considerar 
somente as condições estacionárias. Entretanto, quando 
um fluxo de calor ocorre apenas por um curto período de 
tempo (devido a mudanças de alguma condição de con-
torno ou do calor gerado no corpo) é importante incluir 
um termo que leve em conta a taxa com que o calor é ar-
mazenado pelo material. Esta taxa de absorção pode ser 
considerada por:

onde c é a capacidade térmica do material. A variável qc pode ser 
entendida como uma parcela do calor gerado, que deve ser sub-
traída do de qB na expressão 7. Este efeito leva a uma solução 
transiente.

4.	 Análise de Difusão de Umidade

No caso mais geral de difusão, segundo o Código Modelo CEB-
FIP 1990 (1993), Kwon (2008) e Jeon (2008), gases, líquidos e 
soluções dissolvidas são transportados através de um meio po-
roso de acordo com a Primeira Lei da Difusão de Fick, que, na 
consideração de um fenômeno transiente, como a secagem do 
concreto, a equação de equilíbrio é dada por:

onde:
• D(H): coeficiente de difusão (m2/s) da umidade relativa do poro H

• : gradiente da umidade relativa do poro (m-1)

Baluch (2008) realizou um estudo que estabeleceu uma analogia 
entre a análise de transferência de calor e a análise de difusão de 
umidade no interior de um corpo de concreto.
Reescrevendo a equação diferencial que governa o fenômeno da 
transferência de calor, na solução transiente, tem-se:

onde:
• θ = θ(x, y, t): a temperatura é função da posição x e y considerada 
e do tempo t;
• k: condutividade térmica;
• c: calor específico;
• ρ: densidade.

Na superfície do corpo, as seguintes condições devem ser 
satisfeitas:

onde:
• θS: temperatura conhecida na superfície Sθ;
• kn: condutividade térmica do corpo;
• n: vetor unitário normal à superfície do corpo;
• qS: fluxo de calor prescrito, que “entra” no corpo através da 
superfície Sq.
Três condições de contorno podem se consideradas na análise de 
transferência de calor:
n	 Condições de temperatura: as temperaturas podem ser 	
	 prescritas ou fixas, em determinados pontos ou superfícies
	 do corpo, indicados por Sθ na equação 4;
n	 Condições de fluxo de calor: fluxos de calor podem ser 	
	 prescritos em determinados pontos ou superfícies do corpo. 	
	 Essas condições de contorno de fluxo de calor são indicadas 	
	 por Sq na equação 5,
n	 Condições de contorno de convecção: pode-se incluir a 	
	 convecção como condição de contorno, acrescentando na 	
	 equação 5 o seguinte termo:

onde h é o coeficiente de convecção. Aqui a temperatura ambiente θe é 
conhecida, mas a temperatura na θS na superfície é desconhecida.
Para a solução por elementos finitos do problema de transferência 
de calor, utiliza-se o princípio das temperaturas virtuais, dado por:
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Analogamente, reescrevendo a equação diferencial que governa o 
fenômeno da difusão de umidade, tem-se:

onde:
• H = H (x, y, t): a umidade relativa do poro é função da posição x 
e y considerada e da variável tempo t;
• D(H): coeficiente de difusão do material (geralmente em função 
de H).
Considerando as condições de contorno da análise de transferên-
cia de calor, tem-se que:

onde:

• 
n∂
θ∂

: gradiente térmico na superfície;

• h: coeficiente de convecção;
• θe: temperatura na superfície do sólido;
• θS: temperatura ambiente.
Por outro lado, na consideração das condições de contorno da 
análise de difusão de umidade, pode-se escrever que:

onde:

• 
n

H

∂
∂

: gradiente de umidade na superfície;

• αm: fator de transferência de massa;
• He: umidade relativa nos poros junto à superfície do sólido;
• HS: umidade relativa do ambiente.
Comparando as equações que descrevem os problemas de trans-
ferência de calor e de difusão de umidade, torna-se claro que existe 
analogia entre ambas as análises. A correspondência entre os refe-
ridos termos dos dois problemas pode ser observada na tabela 1.

5.	 Análise Mecânica

Foram implementados elementos finitos para análise de estado plano 
de tensão e deformação e sólido axissimétrico. De acordo com a figura 
2, o concreto é representado através de um modelo viscoelástico, cor-
respondente a uma cadeia composta por cinco elementos de Maxwell 
em paralelo. Bazant e Wu (1974) propuseram um algoritmo que deter-
mina automaticamente os parâmetros Eµ (t) e ηµ (t) para cada idade, t, do 
concreto, a partir de resultados de ensaios ou informações, obtidas em 
normas, para estruturas de concreto. Conforme apresentado em Aurich 
(2008) este modelo é calibrado a partir das formulações de fluência apre-
sentadas pelo Código Modelo CEB-FIP 1990 (1993) e FIB (1999).
As deformações por retração do concreto e variação de tempera-
tura são consideradas como deformações impostas à estrutura. 
A exemplo da fluência, deformações, oriundas do efeito de retra-
ção do concreto, podem ser calculadas segundo o Código Modelo 
CEB-FIP 1990 (1993) ou de acordo com a formulação apresentada 
pela FIB (1999), que considera expressões distintas para a deter-
minação das deformações de retração autógena e por secagem. 
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Utilizou-se o critério de ruptura proposto por Ottosen (1977) para 
identificar a situação de fissuração do concreto. Nas figuras 3a e 
3b aparecem os meridianos e as seções transversais desta super-
fície de ruptura.
Este critério de ruptura foi adotado pelo Código Modelo CEB-FIP 
1990 (1993) e é expresso por:

onde fcm é a resistência média à compressão do concreto, e,

sendo,
• I1 – o primeiro invariante do tensor de tensões; 
• J2, J3 – o segundo e o terceiro invariantes do tensor desviador 
de tensões.
A relação tensão-deformação do concreto, quando submetido 
a tensões de tração, deve ser expressa por duas relações: 
uma relação tensão-deformação, que traduza o comportamen-
to do concreto não fissurado, e uma relação tensão-abertura 
das fissuras, que descreva as deformações que ocorrem no 
concreto fissurado.
O Código Modelo CEB-FIP 1990 (1993) apresenta uma relação 
tensão-abertura das fissuras, σ-w, para o concreto fissurado, como 
pode ser observado na figura 4. Representar de forma adequada 
esta relação é de fundamental importância para a análise de uma 
peça tracionada de concreto.

A relação bilinear, sugerida pelo Código Modelo, reproduz bem 
o comportamento experimental observado em laboratório e tem 
seus parâmetros determinados através das seguintes expres-
sões para o concreto não fissurado:
n	 para ctmf9,0≤σ :

	

n	 para :

onde:
• Ec: Módulo de elasticidade tangente (MPa);
• fctm: resistência à tração;
• σct: tensão de tração (MPa);
• εct: deformação de tração.
E, as seguintes expressões para o concreto fissurado:
para :

para  :

onde:
• w1: abertura da fissura (mm);
• wc: abertura da fissura para σct = 0;
• GF: energia de fratura (Nm/m2);
• βF: coeficiente que depende do tamanho máximo do agregado, 
cujos valores podem ser observados na tabela 2.
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A energia de fratura, GF, por sua vez, pode ser calculada a partir 
de seguinte expressão:

onde αF é um coeficiente que depende do tamanho máximo do 
agregado, também fornecido na tabela 2.

6.	 Aplicações Numéricas

Apresentam-se, neste item, aplicações numéricas das metodo-
logias descritas ao longo deste trabalho. Serão comparados os 
resultados de ensaios de anéis de concreto, realizados em labora-
tório, com as previsões, obtidas através do modelo computacional, 
para a data de fissuração e abertura das fissuras.
Grzybowski e Shah (1990) desenvolveram um ensaio utilizando um cor-
po de prova tipo anel para simular a fissuração do concreto com retração 
restringida. O ensaio consiste em um anel de concreto limitado interna-
mente por um anel de aço, onde são colocados strain-gages para a me-

dição de deformações, e um microscópio externo para a determinação 
de medidas de abertura de fissura. Os ensaios propostos pelos autores 
foram realizados no laboratório ACBM (Center for Advanced Cement-
Based Materials na Northwestern University, Evanston, Illinois), e tiveram 
por objetivo a comparação de diferentes aditivos redutores de fissuração 
por retração no concreto nas primeiras idades. As dimensões dos anéis 
ensaiados podem ser observadas na figura 5.
Na câmara de ensaio, a temperatura ambiente de 20oC e a umi-
dade relativa do ar de 40% foram mantidas constantes durante a 
realização dos experimentos. 
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A figura 6 ilustra o ensaio, a posição dos strain-gages para medição das 
deformações e os anéis de aço e concreto finalizados para o ensaio.
Para a análise dos resultados obtidos pelo algoritmo, o presente 
trabalho estuda dois anéis ensaiados por Shah, Karaguler e Sa-
rigaphuti (1993) e Shah et al (1994). Apresentam-se resultados 
para elevação da temperatura e da difusão da umidade no interior 

dos mesmos, bem como a evolução das tensões, e a comparação 
da data de formação da fissura e abertura da mesma.
A malha de elementos finitos utilizada possui 168 elementos e 
pode ser observada na figura 7.
As condições de contorno utilizadas para a análise axissimé-
trica de cada uma das etapas de solução, térmica, de difusão 
de umidade e mecânica, são mostradas nas figuras 8, 9 e 10, 
respectivamente.
Os parâmetros utilizados na análise térmica, de difusão de umi-
dade e mecânica, para os dois ensaios de anéis estudados, são 
indicados, respectivamente, nas tabelas 3, 4 e 5.
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A figura 11 mostra a evolução da temperatura para dois nós, P1, 
localizado no interior do anel de concreto, e P2, localizado na su-
perfície externa do mesmo.
Os mapas de evolução da temperatura, em instantes seleciona-
dos, são apresentados na figura 12. Observa-se que os picos de 
temperatura, decorrentes do calor gerado pelas reações de hidra-
tação do cimento na análise química, ocorrem na região central do 
anel de concreto. Isto já havia sido constatado na figura 11, onde 
o nó P1, localizado no interior do anel de concreto, alcançou uma 
temperatura mais alta que o nó P2, localizado na superfície exter-
na. Nota-se, também, que ao quinto dia a temperatura do anel de 
concreto já se uniformizou com a do ambiente.

A figura 13 mostra a evolução da difusão de umidade para dois 
nós, P1, localizado no interior do anel de concreto, e P2, localiza-
do na superfície externa do mesmo. Os mapas de evolução da di-
fusão de umidade, em instantes selecionados, são apresentados 
na figura 14. Observa-se que o processo de secagem, devido à 
umidade relativa do ambiente ser inferior à inicial do anel de con-
creto, ocorre no sentido da superfície externa para o interior.  Isto 
já havia sido observado na figura 13.
Os resultados da análise mecânica são apresentados para os dois 
anéis estudados, cujas propriedades foram listadas na tabela 5. O 
anel 1 (Shah et al, 1994) foi confeccionado com um concreto de 
menor resistência à compressão e módulo de deformação do que 
o anel 2 (Shah, Karaguler e Sarigaphuti,1993).
A figura 15 apresenta, para o anel 1, a comparação da data de 
fissuração e da abertura da fissura entre os resultados experimen-
tais (Shah et al, 1994) e o algoritmo proposto. A figura 16 apre-
senta os mesmos resultados para o anel 2 (Shah, Karaguler e 
Sarigaphuti,1993).
Os mapas de evolução das tensões no anel 1 (Shah et al, 1994) 
são apresentados na figura 17. Nestas figuras pode-se acompa-
nhar a evolução da abertura da fissura da face externa do anel 
para o seu interior, confirmando o que de fato foi observado expe-
rimentalmente, de acordo com a figura 18.
A concordância dos resultados das análises numéricas com os 
valores experimentais é excelente, tanto para a data da fissuração 
quanto para os valores de abertura da fissura. A análise computa-
cional evidencia o porquê do anel 2, de maior resistência, fissurar 
mais cedo. As deformações impostas por retração do concreto ge-
ram tensões proporcionais ao módulo de deformação e a evolução 
da resistência à tração nas primeiras idades não é suficiente para 
evitar a fissuração do anel de maior rigidez em primeiro lugar.
Observa-se que, nos mapas de distribuição de tensões apre-
sentados, na figura 17, no décimo dia, aparece a cor verme-
lha, nível de tensão correspondente à resistência à tração 
do concreto, na superfície do anel. A fissura se forma, então, 
junto à superfície e o valor da tensão cai. No décimo quarto 
dia, observa-se novamente o nível de tensão vermelho sendo 
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atingido em uma posição mais interna (na superfície do anel a 
tensão já está próxima de zero). Em seguida, com a propaga-
ção da abertura da fissura, o nível de tensão cai. No décimo 
nono dia, o pico de tensões é atingido em uma posição ainda 
mais interna, para logo em seguida cair. Isto se repete suces-
sivamente em posições cada vez mais próximas da superfície 
do anel de aço.

7.	 Conclusões

Pelos resultados alcançados, mesmo considerando a variabili-
dade inerente ao comportamento de peças de concreto, eviden-
cia-se que os modelos implementados conseguem reproduzir 
de forma fiel o real comportamento do concreto nas primeiras 
idades. O modelo de elementos finitos implementado mostrou-
se uma ferramenta precisa e adequada para avaliar a fissura-
ção inicial do concreto, abrindo perspectiva para a realização 
de diversos estudos de variadas situações encontradas em es-
truturas de concreto.
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